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1 卷积的平移不变性

首先我们要明确卷积的定义。在此处，我们考虑的是填充 (padding) 为 𝑚 − 1，步长 (stride) 为 1 的一

维卷积。设 x =
[
𝑥1 𝑥2 · · · 𝑥𝑛

]𝑇
∈ R𝑛 为输入向量，w =

[
𝑤1 𝑤2 · · · 𝑤𝑚

]𝑇
∈ R𝑚 为卷积核，那么 x

关于 w 的离散卷积定义为

𝑦𝑖 = (x ∗ w)𝑖 =
𝑚∑
𝑗=1

𝑤 𝑗𝑥𝑖+ 𝑗−𝑚 (1)

默认 𝑖 ≤ 0 与 𝑖 > 𝑛 的 𝑥𝑖 为 0。也就是说，这里的卷积实际上指的是数字信号处理中“自相关”的定义。例

如 𝑦3 = 𝑤1𝑥1 + 𝑤2𝑥2 + 𝑤3𝑥3。

1.1 一维情形

不妨仍然记 zero-padding 操作后的输入向量 x′ 为
[
𝑥1 𝑥2 · · · 𝑥𝑛

]𝑇
，zero-padding 处的 𝑥𝑖 的下标 𝑖

满足 𝑖 ≤ 0 或 𝑖 > 𝑛，但出于叙述方便的考虑不在向量中直接表示出来。那么向量 x′ 关于卷积核 w 的卷积

可以写为

𝑦′𝑖 = (x′ ∗ w)𝑖 =
3∑
𝑗=1

𝑤 𝑗𝑥
′
𝑖+ 𝑗−3 (2)

现在对 x′ 进行平移操作。显然，若向右平移 𝑝 位，则 𝑥′′𝑖 = 𝑥′𝑖−𝑝，若向左移动 𝑝 位，则 𝑥′′𝑖 = 𝑥′𝑖+𝑝（注：这

里向量元素的平移是循环的，x′′ 的长度与 x′ 相同）。不失一般性，我们向左平移 x′ 𝑝 位，那么 x′′ 关于卷

积核 w 的卷积可以写为

𝑦′′𝑖 = (x′′ ∗ w)𝑖 =
3∑
𝑗=1

𝑤 𝑗𝑥
′′
𝑖+ 𝑗−3 =

3∑
𝑗=1

𝑤 𝑗𝑥
′
𝑖+ 𝑗+𝑝−3 = 𝑦′𝑖+𝑝 (3)

题干描述保证了平移后的 x′′ 首尾仍然各至少有 2 个 0。公式 (3) 说明了 y′′ 恰好可由 y′ 向左平移 𝑝 位得

到。证毕。

2 二维情形

二维情形下，不妨设输入矩阵为 X ∈ R𝑀×𝑁，卷积核为 W ∈ R𝑈×𝑉。我们考虑的是填充 (padding) 为

𝑚 − 1，步长 (stride) 为 1 的二维卷积。zero-padding 处的 𝑋𝑖, 𝑗 的下标 (𝑖, 𝑗) 满足 𝑖, 𝑗 ≤ 0 或 𝑖 > 𝑀, 𝑗 > 𝑁，

则经 zero-padding 后的 X′ 关于 W 的离散卷积定义为

𝑌𝑖, 𝑗 =
𝑈∑
𝑢=1

𝑉∑
𝑣=1

𝑊𝑢,𝑣𝑋
′
𝑖+𝑢−𝑚, 𝑗+𝑣−𝑛 (4)
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不失一般性，若将矩阵中的元素 𝑋𝑖 𝑗 向左平移 𝑝 位，向上平移 𝑞 位（且仍能保持矩阵的 zero-padding 成

立），那么平移后的矩阵 X′′ 关于卷积核 W 的卷积可以写为

𝑌 ′′
𝑖, 𝑗 =

𝑈∑
𝑢=1

𝑉∑
𝑣=1

𝑊𝑢,𝑣𝑋
′′
𝑖+𝑢−𝑚, 𝑗+𝑣−𝑛 =

𝑈∑
𝑢=1

𝑉∑
𝑣=1

𝑊𝑢,𝑣𝑋
′
𝑖+𝑢+𝑝−𝑚, 𝑗+𝑣+𝑞−𝑛 = 𝑌 ′

𝑖+𝑝, 𝑗+𝑞 (5)

公式 (5) 说明了 Y′′ 恰好可由 Y′ 向左平移 𝑝 位，向上平移 𝑞 位得到。证毕。

3 𝑚 → ∞情形

一维情形下，即使输入的维度 𝑚 → ∞ 也并不影响平移不变性的结论，由 (3) 公式易知，只要保证平

移后的向量的 zero-padding 条件仍然成立（对于本题，即向量首尾都至少有 2 个 0），那么平移 𝑝 位后的

向量关于卷积核的卷积仍然可以由原向量关于卷积核的卷积平移方向相同的 𝑝 位得到。
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