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问题褱

证明. 记x0 褽 褨褰.褱, 褱褩T 褬f ′褨x褩 褽 褲褨褱褰x1, x2褩
T 根据最速下降法的迭代公式

xk 褽 xk−1 − αf
′
褨xk−1褩，得褺

∥xk∥2 褽 褨褱− α

褱褰
褩2褨x1

k−1褩
2 褫 褨褱− α褩2褨x2

k−1褩
2,

选取褰 < α < 褱有∥xk − 褰∥ ≤ 褨褱 − α
10
褩∥xk−1 − 褰∥褬此时最速下降法线性收敛。

问题褲

证明. 由利普希兹连续的性质，∀x褬

f褨x− α∇f褨x褩褩 ≤ f褨x褩− α褨褱− Lα

褲
褩∥∇f褨x褩∥2, 褨褱褩

记襾x 褽 x− αf褨x褩并限制褰 < α < 1
L
，有褺

f褨襾x褩 ≤ f褨x褩− α

褲
∥∇f褨x褩∥2

≤ f∗ 褫∇f褨x褩T 褨x− x∗褩− α

褲
∥∇f褨x褩∥2

褽 f∗ 褫
褱

褲α
褨∥x− x∗∥2 − ∥x− x∗ − α∇f褨x褩∥2褩

褽 f∗ 褫
褱

褲α
褨∥x− x∗∥ − ∥襾x− x∗∥2褩,

褱



取x 褽 xi−1褬则襾x 褽 xi。并将i 褽 褱, 褲, · · · , k求和得到
k∑

i=1

褨f褨xi褩− f∗褩褩 ≤ 褱

褲α

k∑
i=1

褨∥xi−1 − x∗∥2 − ∥xi − x∗∥2褩

褽
褱

褲α
褨∥x) − x∗∥2 − ∥xk − x∗∥2褩

≤ 褱

褲α
∥x0 − x∗∥2.

由褨褱褩知f褨xi褩是非增的，所以

f褨xk褩− f∗ ≤ 褱

k

k∑
i=1

褨f褨xi褩− f∗褩 ≤ 褱

褲kα
∥x0 − x∗∥2.

问题褳

褱褮 给点初始点x0, ϵ > 褰, k 褽 褱。

褲褮 若终止准则满足，则输出有关信息，停止迭代。

褳褮 xk+1 褽 xk −G−1
K gkk 褽 k 褫 褱褬转褲

f
′
褨x褩 褽 褴x3 − 褱褲x2 − 褱褲x− 褱褶, f

′′
褨x褩 褽 褱褲褨x2 − 褲x− 褱褩 计算过程如下：

褱褮 x1 褽 x0 − f
′
(x0)

f ′′ (x0)
褽 褵.褱褶褷褻

褲褮 x2 褽 x1 − f
′
(x1)

f ′′ (x1)
褽 褴.褳褳褵褻

褳褮 x3 褽 x2 − f
′
(x2)

f ′′ (x2)
褽 褴.褰褴褰褻

褴褮 x4 褽 x3 − f
′
(x3)

f ′′ (x3)
褽 褴.褰褰褱。

问题褴 G0 褽

(
褰 褱

褱 褲

)
褬 G0 褫 vI 褽

(
v 褱

褱 v 褫 褲

)
要使G0 褫 vI正定只

需v > 褰褬|G0 褫 vI| > 褰褬解得褺v >
√
褲− 褱令v0 褽 褱得

d0 褽 −褨G0 褫 I褩−1g0 褽 −

(
褱 褱

褱 褳

)−1(
褰

褲

)
褽

(
褱

−褱

)
,

从而f褨x0褫d0褩 褽 褰 < f褨褰, 褰褩 褽 褱褬最后由襌襍算法可知x0褫d0 褽

(
2

v2+2v−1
−2v

v2+2v−1

)
编

程计算可得v < 褰.褹褰褰褴。

褲



问题 褵

证明. 先证∀k，有Hkyk−1 褽 sk−1.

Hkyk−1 褽 HK−1yk−1 褫
褨sk−1 −Hk−1 − yk−1褩褨sk−1 −HK−1yk−1褩T

褨sk−1 −HK−1yk−1褩T yK−1
yk−1

褽 Hk−1yk−1 褫 sk−1 −Hk−1yk−1

褽 sk−1,

考虑j 褽 k − 褲的情况：

Hkyk−2 褽 HK−1yk−2 褫
褨sk−1 −Hk−1 − yk−1褩褨sk−1 −HK−1yk−1褩T

褨sk−1 −HK−1yk−1褩T yK−1
yk−2

褽 sk−2 褫
褨sk−1 −Hk−1 − yk−1褩褨sk−1 −HK−1yk−1褩T

褨sk−1 −HK−1yk−1褩T yK−1
yk−2,

由于

褨sk−1 −HK−1yk−1褩T yk−2 褽 褨sk−1褩T yk−2 − 褨yk−1褩T 褨Hk−1褩T yk−2

褽 褨sk−1褩T yk−2 − 褨yk−1褩THk−1yk−2

褽 褨sk−1褩T yk−2 − 褨yk−1褩T sk−1 褽 褰

从而j 褽 k − 褲时成立褬 类似可证∀j 褽 褱, 褲, · · · , k − 褱.成立。

问题 褶 解：∇f褨x褩 褽

(
褲x1

褸x2

)
,∇2f褨x褩 褽

(
褲 褰

褰 褸

)

褨褱褩∇f褨x0褩 褽

(
褲

褸

)
, d0 褽 −∇f褨x0褩 褽

(
−褲

−褸

)
ϕ褨α褩 褽 f褨x0 褫 αd0褩 褽 褨褱− 褲α褩2 褫 褴褨褱− 褸α褩2

令ϕ
′
褨α褩 褽 褰，得α 褽 68

520
褽 褰.褱褳褰褷褷

进而有x1 褽 x0 褫 α0d
0 褽

(
褱

褱

)
− 褰.褱褳褰褷褷

(
褲

褸

)
褽

(
褰.褷褳褸褴褶

−褰.褰褴褶褱褶

)
∇f褨x1褩 褽 褨褱.褴褷褶褹褲,−褰.褳褶褹褲褳褩T , ||∇f褨x1褩|| 褽 褱.褵褲褲褳褷

由于||∇f褨x1褩||较大，因此还需要迭代下去。 褨褲褩先确定搜索方向，为此需要

按公式计算

H1 褽 H0 褫
δ1δ

T
1

δT1 γ1
− H0γ1γ

T
1 H0

γT
1 H0γ1

褳



又δ1 褽 x1 − x0 褽

(
−褰.褲褶褱褵褴

−褱.褰褴褶褱褶

)
, γ1 褽 ∇f褨x1褩−∇f褨x0褩 褽

(
−褰.褵褲褳褰褸

−褸.褳褶褹褲褳

)

故H1 褽

(
褱.褰褰褳褸褰 −褰.褰褳褱褴褹

−褰.褰褳褱褴褹 褰.褱褲褶褹褷

)
下面再确定步长：

利用df(x1+αd1)
dα

褽 褰，得到α1 褽 褰.褴褹褴褲褳

所以x2 褽 x1 褫 α1d
1 褽

(
褰.褰褰褰褰褰

褰.褰褰褰褰褰

)
由于||∇f褨x2褩|| < ϵ，因此停止迭代，最优解为x∗ 褽 x2.

问题 褷

证明. 定理的证明归结于用归纳法证明如下不等式：

−
k∑

j=0

σj ≤ gTk dk
||gk||2

≤ −褲 褫
k∑

j=0

σj 褨褲褩

对于所有k成立，其中σ ∈ 褨褰, 1
2
褩褮事实上，若褨褲褩成立，由于

k∑
j=0

σj <
∞∑
j=0

褽
褱

褱− σ
褨褳褩

由此可知褨褲褩式右侧为负，从而

gTk dk < 褰 褨褴褩

下降性质成立褮 显然，当k 褽 褰时，褨褲褩式成立褮今设对任何k ≥ 褰褬褨褲褩成立褮

由襆襒算法的迭代过程，有

gTk+1dk+1

||gk+1||2
褽 −褱 褫

gTk+1dk

||gk||2
褨褵褩

则有

−褱 褫 σ
gTk dk
||gk||2

≤
gTk+1dk+1

||gk+1||2
≤ −褱− σ

gTk dk
||gk||2

褨褶褩

再由归纳法假设褨褲褩，有

−
k+1∑
j=0

σj 褽 −褱− σ
k∑

j=0

σj ≤
gTk+1dk+1

||gk+1||2
≤ −褱 褫 σ

k∑
j=0

σj 褽 −褲 褫
k+1∑
j=0

σj . 褨褷褩

于是，对于k 褫 褱，不等式褨褲褩成立褮

褴



问题 褸 解：g褨x褩 褽 褨褳x1 − x2 − 褲, x2 − x1褩
T , G褨x褩 褽

(
褳 −褱

−褱 褱

)
因g0 褽 褨−褲, 褰褩T ̸褽 褰，故取p0 褽 褨褲, 褰褩T，从x0出发，沿p0做一维搜索，也就

是求

minf褨x0 褫 αp0褩 褽 褶α2 − 褴α

的极小点，得步长α0 褽
1
3
褮于是得到x1 褽 x0褫α0p0 褽 褨 2

3
, 褰褩, g1 褽 褨褰,− 2

3
褩T 褮由襆襒公

式得

β0 褽
gT
1 g1

gT
0 g0

褽 1
9

故p1 褽 −g1 褫 β0p0 褽 褨 2
9
, 2
3
褩T 褮 从x1出发，沿p1作一维搜索，求

minf褨x1 褫 αp1褩 褽
4
27
α2 − 4

9
α褫 2

3

的极小点，解得α1 褽 3
2
，于是x2 褽 x1 褫 α1p1 褽 褨褱, 褱褩T 此时g2 褽 褨褰, 褰褩T，

故x∗ 褽 x2 褽 褨褱, 褱褩T , f∗ 褽 −褱

褵


