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最优化作业 2
龚舒凯 2022202790

1. 考虑采用精确线搜索的最速下降法，用于强凸二次函数。证明当初始点 x0 满足 x0 − x∗ 平行于 Hessian 矩
阵 Q 的特征向量时，最速下降法只需要一步就可以找到最小点。(20 分)

证明. 设强凸二次函数为 f(x) = 1

2
x⊤Gx + b⊤x +

m

2
x⊤x，其中 G 为正定矩阵，b 为常向量，m 为强凸参数。

先重写强凸二次函数为

f(x) = 1

2
x⊤Gx + b⊤x +

m

2
x⊤x =

1

2
x⊤(G +mI)x + b⊤x ≜ 1

2
x⊤Qx + b⊤x (1)

显然 Q = G +mI 是正定矩阵。由题意，x0 − x∗ 是 Q 的特征向量，那么 ∃λ ∈ R，

Q(x0 − x∗) = λ(x0 − x∗) (2)

在最小点 x∗ 处，g(x) = ∇f(x∗) = Qx∗ + b = 0，那么初始点 x0 处的梯度可以表示为

g0 = Qx0 + b = Qx0 − Qx∗ = λ(x0 − x∗) (3)

最速下降法的下降方向为 d0 = −g0，根据精确线搜索可确定搜索步长为

α0 = arg min
α

f(x0 − αg0) =
g⊤
0 g0

g⊤
0 Qg0

=
λ2(x0 − x∗)⊤(x0 − x∗)

λ2(x0 − x∗)⊤Q(x0 − x∗)
(4)

=
λ2(x0 − x∗)⊤(x0 − x∗)

λ3(x0 − x∗)⊤(x0 − x∗)
=

1

λ
(5)

因此最速下降法走过一步后，

x1 = x0 − α0g0 = x0 −
1

λ
λ(x0 − x∗) = x∗ (6)

因此在题设条件下，最速下降法只需要一步就可以找到最小点。

2. 假设 Q 是一个正定对称矩阵，证明如下 Kantorovich 不等式

(x⊤x)2

(x⊤Qx)(x⊤Q−1x)
≥ 4λnλ1

(λn + λ1)2
(7)

其中，λn, λ1 分别为 Q 的最大、最小特征值，x 为任意非 0 向量。(该题目有一定的难度)(20 分)

证明. 由于 Q 为正定对称阵，可对其作特征值分解 Q = UΛU⊤，其中 U =
[
u1 u2 · · · un

]
为正交矩阵，

Λ 为对角矩阵，对角元素为 Q 的特征值 λ1, λ2, · · · , λn。于是要证的不等式可转化为

(x⊤x)2

((U⊤x)⊤ΛU⊤x)((U⊤x)⊤Λ−1U⊤x)
y=U⊤x======= (y⊤(U⊤U)−1y)2

(y⊤Λy)(y⊤Λ−1y)
(8)

=

(
n∑

i=1

y2i

)2

(
n∑

i=1

λiy2i

)(
n∑

i=1

λ−1
i y2i

) ≥ 4λnλ1

(λn + λ1)2
(9)
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记 pi =
y2i
n∑

i=1

y2i

≥ 0，显然
n∑

i=1

pi = 1，要证明的不等式可进一步转化为

1(
n∑

i=1

λipi

)(
n∑

i=1

λ−1
i pi

) ≥ 4λnλ1

(λn + λ1)2
(10)

记 f(p) =
(

n∑
i=1

λipi

)(
n∑

i=1

λ−1
i pi

)
，我们先证明一个引理：

(
n∑

i=1

λipi

)(
n∑

i=1

λ−1
i pi

)
= 1−

n∑
i=1

pi(λi −
n∑

i=1

λipi)(λ
−1
i −

n∑
i=1

λ−1
i pi) (11)

记 A =
n∑

i=1

λipi，B =
n∑

i=1

λ−1
i pi，那么

(11) ⇐⇒ AB = 1−
n∑

i=1

pi(λi −A)(λ−1
i −B) (12)

⇐⇒ AB = 1−
n∑

i=1

(
λiλ

−1
i pi − λiBpi −Aλ−1

i pi −ABpi
)

(13)

⇐⇒ AB = 1−
n∑

i=1

pi +B

n∑
i=1

λipi +A

n∑
i=1

λ−1
i pi +AB

n∑
i=1

pi (14)

⇐⇒ AB = 1− 1 +AB +AB −AB (15)

⇐⇒ AB = AB 于是引理显然得证 (16)

再对引理使用 Cauchy 不等式：

f(p) = 1−
n∑

i=1

pi(λi −
n∑

i=1

λipi)(λ
−1
i −

n∑
i=1

λ−1
i pi) (17)

≤ 1 +

√√√√ n∑
i=1

pi(λi −
n∑

i=1

λipi)2

√√√√ n∑
i=1

pi(λ
−1
i −

n∑
i=1

λ−1
i pi)2 (18)

又注意到

n∑
i=1

pi(λi −
n∑

i=1

λipi)
2 = min

a∈R

n∑
i=1

pi(λi − a)2 ≤︸︷︷︸
取a=

λ1+λn
2

n∑
i=1

pi(λi −
λ1 + λn

2
)2 (19)

≤
n∑

i=1

pi(λn − λ1 + λn

2
)2 = (

λn − λ1

2
)2 (20)

因此

f(p) ≤ 1 +
λn − λ1

2
· λ

−1
1 − λ−1

n

2
= 1 +

(λn − λ1)
2

4λnλ1
=

(λn + λ1)
2

4λ1λn
(21)

从而不等式 (9)

1

f(p) ≥ 4λ1λn

(λn + λ1)2
(22)

这证明了 Kantorovich 不等式。
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3. 拟牛顿条件为 Bk+1sk = yk ，为了保证 Bk+1 正定，要求 s⊤k yk > 0, 证明当目标函数 f 强凸时，该条件一

定满足。(20 分)

证明. 规定 sk = xk+1 − xk，yk = ∇f(xk+1)−∇f(xk)。先指出一个引理：当 f 为凸函数时，成立 s⊤k yk ≥ 0。

证明如下：由 f 的凸性，有f(xk+1) ≥ f(xk) +∇f(xk)
⊤(xk+1 − xk)

f(xk) ≥ f(xk+1) +∇f(xk+1)
⊤(xk − xk+1)

⇒ 0 ≥ (∇f(xk)−∇f(xk+1))
⊤(xk+1 − xk) (23)

⇒− y⊤
k sk ≤ 0 ⇒ s⊤k yk ≥ 0 (24)

当 f 为强凸函数时，存在强凸参数 m > 0，使得 g(x) = f(x)− m

2
x⊤x 为凸函数。对 g(x) 求梯度得 ∇g(x) =

∇f(x)−mx。由于 g 为凸函数，根据引理

(xk+1 − xk)
⊤(∇g(xk+1)−∇g(xk)) (25)

=(xk+1 − xk)
⊤(∇f(xk+1)−∇f(xk)−m(xk+1 − xk)) (26)

=(xk+1 − xk)
⊤(∇f(xk+1)−∇f(xk))−m∥xk+1 − xk∥2 ≥ 0 (27)

从而 s⊤k yk ≥ m∥sk∥2 > 0，即当目标函数 f 强凸时，拟牛顿条件一定满足。

4. 证明采用强Wolfe准则，可以保证 s⊤k yk > 0，即可以保证 Bk+1 的正定性。（上课证明了精确线搜索和Wolfe，
这里要求证明强 Wolfe）(10 分)

证明. 由强 Wolfe 准则的第二个条件知

|g(xk + αkdk)
⊤dk| = |gk+1| ≤ −σg⊤

k dk, σ ∈ (0, 1) (28)

于是

s⊤k yk = αkd⊤
k (gk+1 − gk) = αk(g⊤

k+1dk − g⊤
k dk) > αk(σ − 1)g⊤

k dk > 0 (29)

5. f(x) 为正定二次函数，采用 SR1 方法进行优化，假设在迭代过程中一直满足 (sk − Hkyk)
⊤yk > 0，证明：

Hkyj = sj , j = 0, 1, · · · , k − 1 (30)

（该题目试图证明 SR1 方法更新出来的 Hk 不但和前一步的 yk−1, sk−1 满足拟牛顿条件，而且还和之前所有步

的 yj , sj 都满足拟牛顿条件。事实上在共轭梯度章节的 Broyden 族方法的共轭特性介绍中，我们也得到了相似
的结论 (20 分)

证明. 使用数学归纳法证明：
1. 当 k = 1 时，H1y0 = s0 显然成立 (拟牛顿条件)。
2. 设当 k = n 时，Hnyj = sj , j = 0, 1, · · · , n− 1 成立，那么当 k = n+ 1 时
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(1) 若 i = n，Hn+1yn = sn(拟牛顿条件) 显然成立。
(2) 若 i ∈ {0, · · · , n− 1}，则由 SR1 法的更新公式，

Hn+1yi = Hnyi +
(sn − Hnyn)(sn − Hnyn)

⊤yi

(sn − Hnyn)
⊤yn

(31)

= Hnyi +
(sn − Hnyn)(s⊤n yi − y⊤

n H⊤
n yi)

(sn − Hnyn)
⊤yn

(32)

其中

s⊤n yi − y⊤
n H⊤

n yi = (G−1yn)
⊤yi − y⊤

n si = y⊤
n G−1yi − y⊤

n si (33)

= y⊤
n si − y⊤

n si = 0 (34)

因此 Hn+1yi = Hnyi = si
3. 即当 k = n+ 1 时，Hn+1yj = sj , j = 0, 1, · · · , n 成立。由数学归纳法，结论得证。

6. 对于一个正定二次函数 ϕ(x) = 1

2
x⊤Ax−b⊤x，假设我们已经得到了一套共轭方向 p0, · · · ,pl，满足 p⊤

i Apj =

0, i ̸= j，我们按照如下的方式进行迭代：

xk+1 = xk + αkpk (35)

请证明：如果步长采用精确线搜索，那么 αk = − g⊤
k pk

p⊤
k Apk

，其中 gk = Axk − b。如果我们进一步假设这套共轭

方法是按照线性共轭梯度法得到的，这个步长的公式是否可以进一步简化？(10 分)

证明. 首先

ϕ(xk + αkpk) =
1

2
(xk + αkpk)

⊤A(xk + αkpk)− b⊤(xk + αkpk) (36)

=
1

2
x⊤
k Axk + αkp⊤

k Axk +
1

2
α2
kp⊤

k Apk − b⊤(xk + αkpk) (37)

(38)

关于 αk 求导得

∂ϕ(xk + αkpk)

∂αk
= p⊤

k Axk + αkp⊤
k Apk − b⊤pk = 0 (39)

⇒ αk =
b⊤pk − x⊤

k Apk

p⊤
k Apk

= − (Axk − b)⊤pk

p⊤
k Apk

= − g⊤
k pk

p⊤
k Apk

(40)

当共轭方向由线性共轭梯度法得到时，第 k 次迭代方向 pk 满足

pk = −gk +
g⊤
k gk

g⊤
k−1gk−1

pk−1 (41)

且由子空间拓展定理知 g⊤
k pi = 0, i = 0, 1, · · · , k − 1。两边同时左乘 g⊤

k，得

g⊤
k pk = −g⊤

k gk +
g⊤
k gk

g⊤
k−1gk−1

g⊤
k pk−1 = −g⊤

k gk (42)

那么步长可以化简为 αk =
g⊤
k gk

p⊤
k Apk
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