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1 引论

1.1 最优化问题分类

设目标函数为 f，约束函数为 ci

1. 根据变量取值

(a) 连续最优化问题，x ∈ R

(b) 离散最优化问题，x ∈ Z

2. 根据光滑性

(a) 光滑最优化问题：f, ci 均连续可微

(b) 非光滑最优化问题：f 或 ci 非光滑

3. 根据线性性质

(a) 线性规划问题：f, ci 都是关于决策变量的线性函数

(b) 二次规划问题：f 是关于决策变量的二次函数，ci 是决策变量的线性函数

(c) 非线性最优化问题：f 或 ci 中有一个函数关于决策变量是非线性的

1.2 凸集与凸函数

凸集

设集合 C ⊂ Rn，若 ∀x, y ∈ C，成立

θx+ (1− θ)y ∈ C

则 C 为凸集。

图 1: 凸集的几何意义

常见的凸集包括：∅，Rn，超平面 H = {x ∈ Rn|G⊤x = b}，半空间 H+ = {x ∈ Rn|G⊤x ≥ b},H− = {x ∈
Rn|G⊤x ≤ b}

凸集计算的封闭性

凸集的加法、数乘、交运算仍然是凸集。
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上图 (Epigraph)

设集合 C ⊂ Rn 6= ∅，定义在 C 上的函数 f 的上图定义为

epi(f) = {(x, t)|x ∈ C, t ∈ R, f(x) ≤ t} ⊂ Rn+1

图 2: 上图的几何意义：一个函数的上半区域

凸 (Convex) 函数

对于定义在 D ⊂ Rn 的函数 f，若 ∀x,y ∈ D,λ ∈ [0, 1]，都有

f(λx + (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

则 f 是凸函数。

凸函数的性质

1. 对于定义在 D ⊂ Rn 的凸函数 f 以及 k ≥ 0，kf 也是 D 上的凸函数。

2. 对于定义在 D ⊂ Rn 的凸函数 f1, f2 以及 λ ≥ 0, µ ≥ 0，λf1 + µf2 也是 D 上的凸函数。

3. 对于定义在 D ⊂ Rn 的凸函数 f 以及 β ∈ R，水平集 S(f, β) = {x|x ∈ D, f(x) ≤ β} 是凸集

凸函数判定定理

1. 一阶判定条件：对于定义在 D ⊂ Rn 的可微函数 f，

f在D上为凸函数 ⇐⇒ ∀x,y ∈ D, f(y) ≥ f(x) +∇f(x)⊤(y− x)

f在D上为严格凸函数 ⇐⇒ ∀x 6= y ∈ D, f(y) > f(x) +∇f(x)⊤(y− x)
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2. 二阶判定条件：对于定义在开凸集 D ⊂ Rn 上的二阶可微函数 f，设其，

f在D上为凸函数 ⇐⇒ ∀x ∈ D,Hf (x)半正定

f在D上为严格凸函数⇐ ∀x ∈ D,Hf (x)正定

其中 Hf (x) 是 f(x) 的 Hessian 矩阵：Hf (x) = ∇2f(x)。

3. 设集合 C ⊂ Rn 为非空凸集，则

函数f : C 7→ R是凸函数 ⇐⇒ epi(f)是凸集

[注]：二阶判定条件中，严格凸函数的判定条件是一个必要条件，充分性不成立，例如 f(x) = x4
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2 无约束优化基础

2.1 基础概念

• 全局最优解：若 ∀x ∈ Rn，f(x) ≥ f(x∗)，则 x∗ 是问题的全局最优解。

• 局部最优解：对 ∀x∗ ∈ Rn，存在 ϵ > 0，使得 ∀x ∈ Rn，当 ‖x− x∗‖ < ϵ，f(x) ≥ f(x∗)，则 x∗ 是问题的

局部最优解。

• 一阶方向导数：若 f ∈ C1，则 x 处沿方向 d 6= 0 的一阶方向导数可以表示为
∂f(x)
∂d =

∇f(x)⊤d
‖d‖

• 二阶方向导数：若 f ∈ C2，则 x 处沿方向 d 6= 0 的一阶方向导数可以表示为
∂f2(x)
∂d2 =

d⊤∇2f(x)d
‖d‖

2.2 最优性条件

最优性条件

• 一阶必要条件：设 f ∈ C1，∇f(x∗) = 0⇐ x∗ 为 f(x) 的一个局部极小点。

• 一阶必要条件 2：设 f ∈ C1，∀d ∈ Rn,
∂f(x∗)

∂d = 0⇐ x∗ 为 f(x) 的一个局部极小点。

• 二阶必要条件：设 f ∈ C2，∇2f(x∗) 半正定 ⇐ x∗ 为 f(x) 的一个局部极小点。

• 二阶充分条件: 设 f ∈ C2，∀d ∈ Rn，
∂f(x∗)

∂d = 0,
∂f2(x∗)

∂d2 > 0⇒ x∗ 为 f(x) 的一个局部极小点。

2.3 最优化方法准则和常用性质

最优化方向

为了求极小值点，我们希望迭代过程满足 f(xk+1) = f(xk + αkdk) < f(xk)。对不等式左侧作 Taylor 展

开得

f(xk + αkdk) = f(xk) + αk∇f(xk)
⊤dk + o(‖αkdk‖) < f(xk)

这天然要求 ∇f(xk)
⊤dk < 0，即梯度方向与迭代方向成” 钝角”。

终止准则

有以下终止准则可采取

1. ∀ϵ > 0, ‖∇f(xk)‖ ≤ ϵ

2. ∀ϵ > 0, ‖xk − xk+1‖ ≤ ϵ 或 f(xk)− f(xk+1) ≤ ϵ

[注]：两种终止准则存在的缺陷为

• 准则 1: 对于极小点附近较为陡峭的函数，迭代难以停止
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• 准则 2: 尽管迭代点/迭代点函数值变化足够小，但不能保证其距离最优点距离足够小，即不能保证 ‖xk −
x∗‖ ≤ ϵ 或 f(xk)− f(x∗) ≤ ϵ

二次终止性

对于任意正定二次函数 f(x) = 1

2
x⊤Gx + b⊤x + c，其中 G 为对称正定矩阵，若从任意初始点出发，收

敛算法经过有限次迭代可以求得最小点，则称收敛算法具有二次终止性。

使用正定二次函数的原因是：一般函数极小点附近可以用正定二次函数来近似，故能否有效求得正定二次函数

的极小点是检验一个算法好坏的标准之一。

收敛性

若算法产生的点列 {xk} 在某种范数 ‖ · ‖ 意义下满足 lim
k→∞

‖xk − x∗‖ = 0 称这个算法是收敛的。

• 全局收敛: 从任意初始点出发，{xk} 都能收敛到 x∗

• 局部收敛: 仅当初始点与 x∗ 充分接近时，{xk} 都能收敛到 x∗

收敛速度

• 若 lim
k→∞

‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖

= a，那么收敛算法

– 当 0 < a < 1 时：线性收敛

– 当 a = 0 时：超线性收敛

• 若 lim
k→∞

‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖2

= a, ∀a ∈ R，那么收敛算法二阶收敛
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3 线搜索方法与信赖域方法
最优化方法分为两种结构：线搜索方法、信赖域方法

• 线搜索方法：先确定方向 dk，再确定步长 αk

• 信赖域方法：先确定步长最大范围 ∆k，再同时确定方向 dk 和步长 αk

在 xk 位置，假定通过某种算法已经得到下降方向 dk，求步长 αk 的问题称为线搜索问题。所以我们关心两个

关键点：

1. 确定步长的准则

2. 如何求出满足准则的步长

处于便捷的考虑，以下记 gk = ∇f(xk)，Gk = ∇2f(xk).

3.1 精确线搜索准则

精确线搜索准则

在 xk 位置，当迭代方向 dk 已知时，令

αk = min
α

f(xk + αdk)

不妨记 xk+1 = xk + αdk，则根据链式法则可求得一阶条件

g⊤
k+1dk = 0

也就是说，下一迭代点 xk+1 处的梯度必须与迭代方向正交。

[注]：然而，要从这一条件解出 αk 是非常困难的。

正定二次函数的精确线搜索步长

对于一般的正定二次函数 ϕ(x) = 1

2
x⊤Gx− b⊤x，如果按照如下的方式进行迭代：

xk+1 = xk + αkdk

则精确线搜索的步长 αk = − g⊤
k dk

d⊤
k Gdk

。

证明. 注意到

ϕ(xk + αkdk) =
1

2
(xk + αkdk)

⊤G(xk + αkdk)− b⊤(xk + αkdk)

=
1

2
x⊤
k Gxk + αkd⊤

k Gxk +
1

2
α2
kd⊤

k Gdk − b⊤(xk + αkdk)

8
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关于 αk 求导得

∂ϕ(xk + αkdk)

∂αk
= d⊤

k Gxk + αkd⊤
k Gdk − b⊤dk = 0

⇒ αk =
b⊤dk − x⊤

k Gdk

d⊤
k Gdk

= − (Gxk − b)⊤dk

d⊤
k Gdk

= − g⊤
k dk

d⊤
k Gdk

3.2 非精确线搜索准则

在 xk 位置，我们放宽条件，只需要选取步长 αk 使得函数值充分下降: f(xk + αkdk) < f(xk) 即可。由于

我们关心步长 αk 的选取，不妨记 ϕ(α) = f(xk +αkdk)，那么可将其放至二维坐标系可视化：如图3所示，满足

准则的 α ∈ [0, β1], [β2, β3]

图 3: ϕ(α) = f(xk + αkdk) 的几何意义

Goldstein 准则

选取 α > 0，使得

f(xk + αdk) ≥ f(xk) + (1− ρ)g⊤
k dkα

f(xk + αdk) ≤ f(xk) + ρg⊤
k dkα

其中 ρ ∈ (0, 0.5).

直观上而言，由于∇f(xk)
⊤dk < 0，Goldstein 准则用两条关于 α 斜率为负的直线缩小 α 的范围到 [β7, β4], [β5, β6]。

图 4: Goldstein 准则
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Wolfe 准则

选取 α > 0，使得

f(xk + αdk) ≤ f(xk) + ρg⊤
k dkα

g(xk + αdk)
⊤dk > σg⊤

k dk

其中 0 < ρ < σ < 1。

直观上而言，除了用一条关于 α 斜率为负的直线缩小 α 范围外，还要求更新后 xk + αdk 处梯度必须大于

原 xk 处梯度的 σ 倍。

图 5: Wolfe 准则

强 Wolfe 准则

选取 α > 0，使得

f(xk + αdk) ≤ f(xk) + ρg⊤
k dkα

|g(xk + αdk)
⊤dk| < −σg⊤

k dk

其中 0 < ρ < σ < 1.

相比 Wolfe 准则，强 Wolfe 准则要求更新后 xk + αdk 处梯度的必须介于原 xk 处梯度的 −σ 倍到 σ 倍之间。

非精确性线性搜索步长 αk 的存在性定理

设

• f(xk + αdk) 在 α > 0 时有下界

• g⊤
k dk < 0

则必存在 αk > 0，在 xk + αkdk 处满足 Goldstein/Wolfe 准则。

证明. (作业题) 由于 ϕ(α) = f(xk + αdk) 在 α > 0 有下界，而直线 l(α) = f(xk) + ρg⊤
k dkα 在 α > 0 无下界，

10
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因此 ϕ(α) 与 l(α) 在 α > 0 处必有一交点。不妨记这一交点为 α′ > 0，则

f(xk + α′dk) = f(xk) + α′ρg⊤
k dk

注意到 α = 0 也是 ϕ(α) 和 l(α) 的一个交点。根据中值定理，必存在 α′′ ∈ (0, α′)，使得

f(xk + α′dk)− f(xk) = α′g(xk + α′′dk)
⊤dk

对比上两式，容易发现

g(xk + α′′dk)
⊤dk = ρg⊤

k dk > σg⊤
k dk

且在 α′′ ∈ (0, α′) 上，由于 α′ 是 ϕ(α) 与 l(α) 的第一个交点，因此

f(xk + α′′dk) ≤ f(xk) + α′′ρg⊤
k dk

这说明存在 α′′ > 0 满足 Wolfe 准则。

非精确性线性搜索方法的收敛性定理

设在水平集 {x|f(x) ≤ f(x0)} 上，f(x) 有下界，梯度 g(x) 一致连续，且给定任意线搜索方法（精确/非
精确），第 k 次迭代方向 dk 与 −∇f(xk) 的夹角一致有界：

0 ≤ θk ≤
π

2
− µ, ∃µ > 0, ∀k

若 Wolfe 准则 (或 Goldstein 准则、强 Wolfe 准则、精确线搜索条件) 对 ∀k 都成立，则要么 ∃N, s.t.
gN = 0，要么 gk → 0, k →∞

换言之，只要负梯度和迭代方向的夹角为锐角，那么线搜索方法必定收敛。

证明. (用 Wolfe 准则, 定理 2.8) 设 ∀k,gk 6= 0，如果 gk ↛ 0, k →∞。不妨设对 xk+1 = xk + αdk，Wolfe 准

则成立，即

f(xk+1) ≤ f(xk) + ρg⊤
k dkαk

⇒ 1

ρ
[f(xk)− f(xk+1)] ≥ −g⊤

k dkαk ≜ −gksk = ‖gk‖‖sk‖ cos θk

≥ ‖gk‖‖sk‖ cos(π
2
− µ) = ‖gk‖‖sk‖ sinµ ≥ 0

由于 {f(xk)} 单调递减有下界，因此 f(xk)− f(xk+1)→ 0, k →∞。若 gk ↛ 0，那么只能 ‖sk‖ → 0。由 g(x)
的一致连续性

g⊤
k+1sk = g(xk + sk)⊤sk = g⊤

k sk + o(‖sk‖)⇒
g⊤
k+1sk
g⊤
k sk

→ 1, k →∞

然而 Wolfe 准则要求
g⊤
k+1sk
g⊤
k sk

< σ < 1，矛盾！假设不成立，原命题得证。

(用精确线搜索准则, 习题 2-12) 设 ∀k,gk 6= 0，如果 gk ↛ 0, k →∞。则存在子列 {kj} 以及正常数 δ > 0 使得

‖gkj
‖ ≥ δ

11
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在精确线搜索准则下，Zoutendijk 条件成立，即∑
k≥0

‖gk‖2 cos2 θk <∞

然而由题意

cos θk ≥ cos(π
2
− µ) = sinµ

那么 ∑
k≥0

‖gk‖2 cos2 θk ≥
∑
j≥0

‖gkj
‖2 cos2 θkj

≥
∑
j≥0

δ2 sin2 µ =∞

这与 Zoutendijk 条件矛盾！假设不成立，原命题得证。

3.3 线搜索求步长

0.618 法

1. 确定初始区间 [a, b]，其包含 ϕ(α) = f(xk + αdk) 的极小点。令 [a0, b0] = [a, b]。

2. 在第 i 次迭代，若 bi − ai < ϵ，则 a∗ =
ai + bi

2
，停止线搜索

3. 否则继续迭代：

(a) 取两个点 ali, a
r
i 满足：ari − ai = bi − bli = τ(bi − ai)，这里 τ =

√
5− 1

2

(b) 如果 ϕ(ali) < ϕ(ari )，则 a∗ ∈ [ai, a
r
i ]，取 [ai+1, bi+1] = [ai, a

r
i ]

(c) 如果 ϕ(ali) ≥ ϕ(ari )，则 a∗ ∈ [bli, bi]，取 [ai+1, bi+1] = [bli, bi]

步骤 1 中确定初始区间的方法称为进退法：我们要的初始区间 [a, b] 必须满足：ϕ(α) 在 α ∈ [a, b] 上是单峰函数

([a, a∗] 上 ↓，[a∗, b] 上 ↑)。

直观上说：给定初始点 α0 > 0 和初始步� γ0 > 0，向前一步 a0+γ0，如 ϕ(α0+γ0) < ϕ(α0), 则加大 γ0，继续向

前，直到新一点的函数值较前一点的函数值增大了，否则从 α0 起以 −γ0 为步�向相反方向搜索，其余过程相同，

至于为什么取 τ =

√
5− 1

2
，我们希望第 i 次迭代时区间端点能够对齐，即 ali = ari+1 或 ari = ali+1。以下图

为例，要 al0 和 al1 对齐，有

al0 − a0 = ar1 − a1 ⇒ (1− τ)(b0 − a0) = τ · τ(b0 − a0)⇒ 1− τ = τ2

12
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图 6: 0.618 法

多项式插值法

1. 构造近似 ϕ(α) 的多项式函数：已知 ϕ(α) 在 m+1 个点不同处的函数值 ϕ(αi), i = 0, · · · ,m，我们

要求近似 ≤ m� 多项式 p(α) 满足

p(αi) = ϕ(αi), i = 0, · · · ,m

2. 求出 p(α) 的极小点 (多项式函数容易求极小点)，检验是否满足非精确线搜索准则 (Goldstein,
Wolfe, ...)。如果不满足，根据新的信息构造新的多项式函数，重复上一步骤。

3.4 信赖域方法

信赖域方法

1. 给定初始迭代点 x0，初始信赖域半径 ∆k > 0，终止准则参数 ϵ > 0。

2. 在第 k 次迭代时，若满足终止准则，输出 xk，停止迭代。

3. 否则求解信赖域子问题：令 qk(d) = f(xk) + g⊤
k d +

1

2
d⊤Gkd 为 f(xk + d) 在 xk 附近的 Taylor

展开，求解

dk = min
d

qk(d) s.t.‖d‖ ≤ ∆k

4. 计算比值 ρk =
f(xk)− f(xk + dk)

qk(0)− qk(dk)
来表现二次函数 qk(dk) 在 xk + dk 附近近似目标函数 f(xk)

的好坏程度：

(a) 若 ρk > 0.75，说明近似好，下一步增大 ∆k+1 := 2∆k

(b) 若 ρk < 0.25，说明近似差，下一步缩小 ∆k+1 =
1

4
∆k

(c) 否则维持信赖域半径，∆k+1 := ∆k

5. 若 ρk ≤ 0，则迭代点不变：xk+1 := xk，缩小 ∆k 重新求解信赖域问题，否则 xk+1 := xk +dk，返

回第 2 步。

[注]：由于 qk(d) 是关于 d 的二次函数 (碗形)，从 xk 到 xk +dk 必然使得 qk 函数值减小，qk(0)− qk(dk) > 0。

13
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如果 f(xk) − f(xk + dk) < 0，说明从 xk 起走 dk 的距离反而使得函数值“上升”了，这是因为我们将信赖域取

得太大，让走 dk 的距离“走过头了”极小点。因此，在这一情况下我们不应该进一步迭代 xk，而是缩小 ∆k 以

后重新求解信赖域问题。

关于信赖域子问题 dk = mind qk(d) s.t.‖d‖ ≤ ∆k 的求解，可采用 Dogleg 算法：

Dogleg 算法

1. 给出 ∆k > 0

2. 计算 Newton 方向 (最优方向)dN
k = −G−1

k gk，若 ‖dN
k ‖ ≤ ∆k，则 dk = dN

k ，停止迭代。

3. 计算负梯度方向 (最速下降方向)dSD
k =

−g⊤
k gk

g⊤
k Gkgk

gk，若 ‖dSD
k ‖ ≥ ∆k，则 dk = ∆k ·

gk

‖gk‖
，停止

迭代。

4. Doglet 点为 dk = (1− β)dSD
k + βdN

k ，其中 β 应使得 ‖dk‖ = ∆k

如图7所示，Dogleg 点恰好夹在最速下降方向和 Newton 方向之间

图 7: Dogleg 点

14
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4 无约束优化

4.1 最速下降法

假设当前迭代点为 xk，我们要求 xk 处 f(x) 下降最快的方向，考虑其 Taylor 展开

f(xk + dk) = f(xk) + g⊤
k dk + o(‖dk‖2)

要让其下降最多，只需取负梯度方向 dk = −gk。又根据精确线搜索条件 g⊤
k+1dk = 0，因此 d⊤

k+1dk = 0，即相

邻两步的迭代方向正交。由此，可得到最速下降算法：

最速下降法

1. 给定初始迭代点 x0，终止准则参数 ϵ > 0。

2. 在第 k 次迭代时，若满足终止准则，输出 xk，停止迭代。

3. dk = −∇f(xk)

4. 精确线搜索求 αk（0.618 法）

5. xk+1 = xk + αkdk，转第 2 步。

图 8: 最速下降法

最速下降法的收敛性

最速下降法是全局收敛的。

证明. 注意到 dk 与 −gk 同方向 (夹角为 0)，根据非精确线搜索的收敛性定理，最速下降法是全局收敛的。

最速下降法的收敛速度

速下降法是线性收敛的。具体收敛速度与 Gk 的最大/最小特征值有关。

15
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证明. 首先定义正定对称矩阵 G ∈ Rn×n 度量下的范数与内积

(u⊤v)G = u⊤Gv, ‖u‖G = u⊤Gu

为了数学性质的优美，我们仅考虑正定二次函数 f(x) = 1

2
x⊤Gx+b⊤x+a 最速下降方法的收敛速度，其梯度显然

为 gk = ∇f(x) = Gx+b。由于 G 对称正定，函数的极小点即为 x∗ = −G−1b，极小值 f(x∗) = −1

2
b⊤G−1b+a。

接下来求解最速下降法的步长。根据精确线搜索准则：

αk = min
α

f(xk + αdk) = min
α

f(xk − αgk)

= min
(
1

2
(xk − αgk)

⊤G(xk − αgk) + b⊤(xk − αgk) + a

)
= min

α

(
1

2
x⊤
k Gxk + b⊤xk + a− αg⊤

k Gxk +
1

2
α2g⊤

k Ggk − αb⊤gk

)
= min

α

(
f(xk)− αg⊤

k (gk − b) + 1

2
α2g⊤

k Ggk − αb⊤gk

)
= min

α

(
f(xk)− αg⊤

k gk +
1

2
α2g⊤

k Ggk

)

对目标式关于 α 求偏导容易得知 αk =
g⊤
k gk

g⊤
k Ggk

，进而 xk+1 = xk −
g⊤
k gk

g⊤
k Ggk

gk，注意到在 G 范数下，

1

2
‖xk − x∗‖G = f(xk)− f(x∗)

可以证明得到

‖xk+1 − x∗‖G
‖xk − x∗‖G

=
f(xk+1)− f(x∗)

f(xk)− f(x∗)
=

f(xk)−
1

2

(g⊤
k gk)

2

g⊤
k Ggk

− f(x∗)

f(xk)− f(x∗)

= 1−

1

2

(g⊤
k gk)

2

g⊤
k Ggk

1

2
x⊤
k Gxk + b⊤xk + a− 1

2
b⊤G−1b− a

= 1−

(g⊤
k gk)

2

g⊤
k Ggk

(Gxk + b)⊤G−1(Gxk + b)

= 1− (g⊤
k gk)

2

(g⊤
k Ggk)(g⊤

k G−1gk)
≤︸︷︷︸

Kantorovich 不等式

(
λmax − λmin
λmax + λmin

)2

其中 λmax, λmin 为 G 的最大、最小特征值。从上述不等式容易看出，最速下降方法是线性收敛的，但是具体收

敛速度的多少与 G 的最大、最小特征值相关。

那么，直观上，G 的特征值 λ 和收敛速度为什么会有关联呢？事实上，λ 是函数 f(x) 在 d 上的二阶方向
导数，衡量了 f(x) 等高线的“弯曲程度”。对实对称阵 G = Q⊤ΛQ 作特征值分解，其中 Q 为正交矩阵。由于在

特定方向 d 上，函数 f(x) 的二阶方向导数为 d⊤Gd，当 d 为对应特征值为 λi 的 G 的特征向量时 (这里规定

‖d‖ = 1)，二阶方向导数为

d⊤Gd = d⊤λid = λi

换言之函数 f(x) 在特征向量的方向上的二阶导数恰好为这个特征向量所对应的特征值！
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• 对于非特征向量的方向 d，其二阶方向导数是所有特征值的加权平均，且与 d 夹角越小的特征向量有更大

的权重。

因此，最大特征值确定最大方向二阶导数，最小特征值确定最小方向二阶导数。从等高线上理解更为直观，如

图9所示，λmax 对应的特征向量的方向等高线更密 (更陡峭)，λmin 对应的特征向量的方向等高线更稀疏 (更平

坦)。

图 9: 二次函数等高线与 Hessian 矩阵特征值的关系

当 λmax ≈ λmin 时，等高线趋于圆形，收敛速度趋于超线性；当 λmax � λmin，等高线是很扁的椭圆，收

敛速度逐渐变慢 (在 dλmax 方向下降的快，但在 dλmin 几乎没法下降)。
另一种描述函数等高线的指标为条件数：

条件数

定义矩阵 G 的条件数为

κ(G) =
λmax
λmin

为矩阵的条件数。如果矩阵 G 的条件数很大，则称其为病态的，反之为良态的。

容易发现最速下降法的收敛速度可以用条件数来描述，

‖xk+1 − x∗‖G
‖xk − x∗‖G

≤
(
λmax − λmin
λmax + λmin

)2

=

(
κ(G)− 1

κ(G) + 1

)2

条件数越大，µ 越接近 1，收敛速度越慢。
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4.2 随机梯度下降 (考试不考)

随机梯度下降（stochastic gradient descent, SGD）是在每一个迭代步的梯度上加入随机性的负梯度方法。

SGD 考虑最小化如下目标函数：

f(x) = 1

n

n∑
i=1

fi(x)

其中 fi(x) 表示第 i 个样本的目标函数 (比如 Loss Function)。当样本个数很多，且 fi(x) 计算复杂时，依次计

算所有样本的 fi(x) 会很耗时。

为了降低计算量，随机梯度方法每一个迭代步只选择一个（或者一部分）样本的子函数，将它们梯度的负值

作为迭代方向：(一个 iteration)
xk+1 = xk − α

1

|B|
∑
i∈B
∇fi(x)

依次选中每一个样本或者每一个样本子集，直到所有的数据都用过一遍 (一个 epoch)。为了避免出现死循环，可

以每一个 epoch 后对样本进行随机重排。

随机梯度下降

1. 给定 x0，步长 α，终止准则 ϵ > 0，k = 0.

2. 在第 k 次迭代，若终止准则满足，则输出 xk 迭代停止。

3. 训练样本随机重排 (一个 epoch)

4. 用样本子集 B 更新 xk：xk+1 = xk − α
1

|B|
∑

i∈B∇fi(x).

5. k + 1← k，转步骤 2。

关于批量大小的选取：

1. |B| = 1：随机梯度下降，一次只选一个样本计算梯度、更新参数.

• 计算开销 O(1)

• 梯度方差极大，可能无法收敛。

• 步长需要在迭代过程中衰减。

2. |B| = n：批量梯度下降，一次选全部样本计算梯度、更新参数.

• 计算开销 O(n)

• 梯度方差小，但可能陷入局部最小值。

• 步长不需要进行衰减。

3. |B| = B：小批量梯度下降，一次选 B 个样本计算梯度、更新参数.

• 计算开销 O(B)。B 一般取 50 ∼ 256。

• 梯度方差适中且收敛更稳定。

• 步长需要进行衰减。

以下方法为梯度下降法的变种

18
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动量法 (Momentum)

动量法在进行更新时，不仅参考当前点处的梯度方向，还要参考之前累积的梯度方向。每步迭代的方向

为两者矢量和的方向：

vk+1 = γvk + αgk

xk+1 = xk − vk+1

动量项的作用在于参考前面累积的梯度方向。

• 若第 k + 1 步的梯度方向与前面累积的梯度方向相近，那么就放大第 k + 1 步的步长。

• 若第 k+1 步的梯度方向变化很大，那么之前累积的梯度方向便对当前梯度方向起到了个修正的作

用。

v0 = 0，动量超参数 γ 一般取值为 0.9。

图 10: 动量法

Nesterov 动量法

动量法在到达最小值时通常会具有很高的动量，这会导致算法有可能错过最优解。Nesterov 方法对动量

法进行了修正，不再计算当前位置的梯度方向，而是先试着沿之前累积的方向走到下一位置，然后再计

算此处的梯度方向。每步迭代的过程为：

vk+1 = γvk + αg(xk − γvk)

xk+1 = xk − vk+1

• 如果预测到有可能跨过最优解，那么预测值处的梯度可以对之前的梯度进行修正，从而避免错过最

优解。

图 11: Nesterov 动量法
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AdaGrad

之前介绍的算法，每一步迭代时，参数中所有元素都采用相同的步长 (也就是 α× 梯度)。当不同维度的

梯度值有很大差异时，可能无法找到统一的步长适用于所有的元素。Adagrad 是一种自动调整步长的算

法，它可以根据参数调整步长，使累积梯度大的参数更新步长更小，累积梯度小的参数更新步长更大。

sk+1 = sk + gk � gk, s0 = 0

xk+1 = xk −
α√sk+1 + ε

� gk

默认取 α = 0.01, ε = O(10−8)

然而，在迭代过程中，随着梯度累加，参数中每个元素的步长都在不断衰减 (或不变)，算法收敛速度会越来越

慢，以至于在达到最优解之前，参数无法得到有效更新。

RMSProp

RMSProp 相比 AdaGrad，从单纯累加梯度平方改为对梯度平方进行指数加权移动平均

sk+1 = γsk + (1− γ)gk � gk, s0 = 0

xk+1 = xk −
α√sk+1 + ε

� gk

超参数一般取 γ = 0.9，这样一来 sk+1 在迭代过程中一般可看作只加和了过去
1

1− γ
= 10 项的梯度平

方。仍然默认取 α = 0.01, ε = O(10−8)

Adam

Adam 算法不但使用动量作为参数更新方向，而且可以自适应调整学习率。一方面，Adam 算法计算梯

度 gk 的指数加权平均：

vk+1 = β1vk + (1−β1)gk

另一方面又对梯度 gk 按元素平方后进行指数加权平均

sk+1 = β2sk + (1−β2)gk � gk

其中 v0 = 0, s0 = 0。最后，Adam 算法更新参数时，使用了动量和学习率修正：

v̂k+1 =
vk+1

1− βk+1
1

, ŝk+1 =
sk+1

1− βk+1
2

从而 Adam 算法的更新公式为

xk+1 = xk −
α√

ŝk+1 + ε
�∇v̂k+1

其中 0 ≤ β1 < 1，0 ≤ β2 < 1。通常取 β1 = 0.9, β2 = 0.999，
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之所以作如上的动量和学习率修正，是因为

vk+1 = β1vk + (1− β1)∇f(xk)

= β1[β1vk + (1− β1)∇f(xk)] + (1− β1)∇f(xk)

= · · · = (1− β1)

k∑
i=0

βk−i
1 ∇f(xk)

= (1− βk+1
1 )∇f(xk)

在迭代初期，过去梯度的权重相加之和比较小，比如 v1 = (1−β1)∇f(x0) = 0.1∇f(x0)。为解决这个问题，Adam
算法将 vk+1 除以 1−βk+1 ，从而使过去梯度的权重相加之和始终等于 1。

4.3 坐标下降

坐标下降

坐标下降方法（coordinate decent）是一个非梯度优化算法，每次沿着一个坐标方向进行线搜索，算法如

下：

1. 给定 x0, k = 0.

2. 在第 k 次迭代时，若满足终止准则，则输出 xk，迭代停止。

3. 否则对坐标方向 i，线搜索计算步长 αi = min
α

f(x
(i)
k − α

∂f(xk)

∂x(i)
)，x

(i)
k+1 = x

(i)
k − αi

∂f(xk)

∂x(i)
.

4. k + 1← k，转步骤 2。

4.4 BB 法 (考试不考)

BB 算法是负梯度方法 xk+1 = xk − αkgk，但是求 αk 的思想源于拟 Newton 方法。

BB 法

• 令 Hk = αkI，从而迭代变为 xk+1 = xk −Hkgk。

• 理想的 Hk = αkI 应满足拟 Newton 条件 Hk+1yk = sk，但由于其自由度较低，实际中很难严格满

足，于是退而求其次

αk = arg min
α
‖sk−1 − αyk−1‖22

可以解得两种步长 αBB1
k =

s⊤k−1yk−1

y⊤
k−1yk−1

，αBB2
k =

s⊤k−1sk−1

s⊤k−1yk−1

。

因为

xk = xk−1 − αk−1gk−1 ⇒ sk−1 = −αk−1gk−1

且

Hkyk−1 = sk−1 ⇒ G−1
k yk−1 = −αk−1gk−1 ⇒ yk−1 = −αk−1Gkgk−1

因此两种步长可以表示为

αBB1
k =

g⊤
k−1Ggk−1

g⊤
k−1G2gk−1

, αBB2
k =

g⊤
k−1gk−1

g⊤
k−1Ggk−1
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注意到最速下降法和最小梯度法 (没有推导，此处直接给出) 的精确线搜索步长

αSD
k =

g⊤
k gk

g⊤
k Ggk

, αMG
k =

g⊤
k Ggk

g⊤
k G2gk

可以发现 BB2 步长就是最速下降法的前一步步长，BB1 步长就是最小梯度法的前一步步长。

4.5 Newton 法

4.5.1 基本 Newton 法与阻尼 Newton 法

最速下降和随机梯度下降都是一种一阶优化方法（即只用到 gk），而 Newton 法为二阶优化方法（用到

Hessian 矩阵 Gk）

具体而言，在每个迭代点 xk 附近，我们都用二次函数来近似 f(xk)，然后向着二次函数的极值点方向迭代。

假设 f(x) 有连续二阶偏导数，当前迭代点为 xk，注意到 f(x) 在 xk 处的 Taylor 展开式为

f(xk + d) = f(xk) + g⊤
k d +

1

2
d⊤Gkd + o(‖d‖2)

容易解得

d∗ = arg min
d

f(xk) + g⊤
k d +

1

2
d⊤Gkd

= −G−1
k gk

只要 Gk 正定，g⊤
k dk = −g⊤

k Gkgk < 0，dk 必然是下降方向。以该方向为迭代方向的方法称为 Newton 法。

基本 Newton 法

基本 Newton 法迭代公式为

xk+1 = xk −G−1
k gk

基本 Newton 法的收敛性

基本 Newton 法不具有全局收敛性，收敛结果取决于初始点的选择。

1. 初始点接近极小点：收敛到极小点，收敛速度很快

2. 初始点远离极小点：可能收敛到鞍点、极大点

3. 在迭代过程中可能出现 Gk 奇异的情况，使得迭代无法继续

基本 Newton 法具有局部收敛性：设 f(x) ∈ C2，若

1. f(x) 的 Hessian 矩阵 G(x) 满足 Lipschitz 条件：存在 β > 0，∀x,y，有 ‖G(x)−G(y)‖ ≤ L‖x−y‖。

2. 初始点 x0 充分接近 f(x) 的局部极小点 x⋆，即 ∃δ > 0, ‖x0 − x⋆‖ < δ

3. G(x⋆) 正定

则基本 Newton 法具有二阶收敛速度，且梯度序列 gk 二次收敛到 0。
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证明. 根据 Newton 方法迭代方向以及 g∗ = 0 可知

xk+1 − x∗ = xk − x∗ −G−1
k gk = G−1

k (Gk(xk − x∗)− (gk − g∗))

注意到

gk − g∗ =

∫ xk

x∗
G(x)dx

再令 x = xk + t(x∗ − xk)，则

gk − g∗ =

∫ xk

x∗
G(x)dx =

∫ 1

0

G(xk + t(x∗ − xk))(xk − x∗)dt

于是

‖Gk(xk − x∗)− (gk − g∗)‖ =
∥∥∥∥∫ 1

0

[Gk −G(xk + t(x∗ − xk))] (xk − x∗)dt
∥∥∥∥

≤
∫ 1

0

‖Gk −G(xk + t(x∗ − xk))‖‖(xk − x∗)‖dt

(Lipschitz) ≤ L‖xk − x∗‖2
∫ 1

0

tdt

=
L

2
‖xk − x∗‖2

注意到 ∃r > 0，由 G(x) 的 Lipschitz 连续性可以保证当 ‖x − x∗‖ ≤ r 时，有 ‖G(x)−1‖ ≤ 2‖G(x∗)−1‖，
当我们取初始点 ‖x0 − x∗‖ ≤ min{δ, r, 1

L‖G(x∗)−1‖
} 时，由于当 ‖x0 − x∗‖ < 1

L‖G(x∗)−1‖
时，可以保证

‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖

≤ L‖G(x∗)−1‖ < 1

也就是保证了迭代的点列 {xk} 的范围越缩越小，总处于我们框定的邻域内。再由

‖xk+1 − x∗‖ ≤ ‖G−1
k ‖

L

2
‖xk − x∗‖2 ≤ L‖G(x∗)−1‖‖xk − x∗‖2

得知 {xk} 二次收敛到 x∗.

其次

‖gk+1‖ = ‖gk+1 − gk −Gkdk‖ =
∥∥∥∥∫ 1

0

G(xk + tdk)dkdt−Gkdk

∥∥∥∥
≤
∫ 1

0

‖(G(xk + tdk)−Gk)‖‖dk‖dt

≤ 1

2
L‖dk‖2 =

1

2
L‖G−1

k gk‖2 ≤
1

2
L‖G−1

k ‖
2‖gk‖2

这说明梯度序列二阶收敛到 0。

基本 Newton 法的优点：

• 当初始点接近极小点 x∗ 时，方法以二阶速度收敛（非常快）

• 方法具有二次终止性，对于二次函数只需迭代一步即可找到最优解

缺点：
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• 当初始点没有充分接近极小点 x 时，Hessian 矩阵 Gk 可能不正定或者奇异，使得 xk 无法收敛到 x∗，甚

至迭代无法进行。

• 即使 Gk 正定，f(xk) 也不能保证单调下降。因为固定了 αk = 1，即使方向是下降方向，但可能走过头了。

• 每步迭代需要计算实对称矩阵 Gk，要计算
n(n+ 1)

2
个偏导数。

• 每步迭代需要进行矩阵求逆运算，O(n3) 计算复杂度。

阻尼 Newton 法

阻尼 Newton 法的迭代公式为

xk+1 = xk − αkG−1
k gk

阻尼 Newton 法的收敛性

设 f(x) ∈ C2，若 ∀x0 ∈ Rn，存在 β > 0，使得 f(x) 在水平集 L(x0) = {x|f(x) ≤ f(x0)} 上满足

u⊤G(x)u ≥ β‖u‖2, u ∈ Rn,x ∈ L(x0)

则采用精确线搜索/Goldstein 准则/Wolfe 准则的阻尼 Newton 方法具有全局收敛性，满足下列两者之一：

• {xk} 为有穷点列，即存在 N，使得 gN = 0

• {xk} 为无穷点列，{xk} 收敛到 f 的唯一极小点 x∗

直观上，u⊤G(x)u ≥ β‖u‖2 的条件表明 G 是一个“更加正定”的正定矩阵。

证明. (课件上说见教材) 只需证明当 {xk} 为无穷点列时，{xk} 收敛到 f 的唯一极小点 x∗。要证明此，需要先

说明水平集 L(x0) 是有界闭凸集。

1. L(x0) 为凸集：∀x1,x2 ∈ L(x0)，由于 f(x1) ≤ f(x0), f(x2) ≤ f(x0)，故 ∀λ ∈ [0, 1] 以及 x = λx1+(1−λ)x2，

有

f(x) = f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2) ≤ f(x0)

所以 x ∈ L(x0)，即 L(x0) 为凸集。

2. L(x0) 为闭集：设存在序列 {xn} ∈ L(x0),xn → x∗，则由 f(xn) ≤ f(x0) 以及 f 的连续性可知 f(x∗) ≤
f(x0)，即 x∗ ∈ L(x0)，所以 L(x0) 为闭集。

3. L(x0) 为有界集：∀y ∈ L(x0),y 6= x0，根据 Taylor 公式有

f(y) = f(x0) + g⊤
0 (y− x0) +

1

2
(y− x0)

⊤G0(y− x0) + o(‖y− x0‖2)

≥ f(x0) + g⊤
0 (y− x0) +

1

2
β‖y− x0‖2

≥ f(x0)− ‖g0‖‖y− x0‖+
β

2
‖y− x0‖2

因为 f(y) ≤ f(x0)，因此解上述不等式可得 ‖y− x0‖ ≤ 2
‖g0‖
β

，所以 L(x0) 为有界集。
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由于 L(x0) 为凸集，根据凸函数判定定理，以及 u⊤G(x)u，知定义在 L(x0) 上的 f 为严格凸函数，其稳定点

为唯一的极小点。

由于 L(x0) 为有界闭集，f 定义在 L(x0) 上，以及 G(x) 连续 (因为 f ∈ C2)，∀x ∈ L(x0)，∃γ > 0，使得

‖G(x)‖ ≤ γ ⇒ ‖gk‖ = ‖Gkdk‖ ≤ γ‖dk‖

接下来我们希望利用非精确线搜索的收敛性定理来证明 {xk} 收敛到 f 的唯一极小点 x∗：dk 和负梯度 −gk 的

夹角满足

π

2
− θk ≥ sin

(π
2
− θk

)
= cos θk = − g⊤

k dk

‖gk‖‖dk‖
=

d⊤
k Gkdk

‖gk‖‖dk‖
≥ β

γ

⇒θk ≤
π

2
− β

γ

根据非精确线搜索的收敛性定理，要么存在 N，使得 gN = 0，要么 gk → 0, k →∞。后者说明 {xk} 收敛到 f

的唯一极小点 x∗。

阻尼 Newton 法的优点：在基本 Newton 法上引入线搜索，即 xk+1 = xk + αkdk，能够保证

• 当 Gk 正定时，f(xk) 单调下降

• 即使 xk 离 x∗ 稍远，产生的点列 {xk} 仍可能收敛到 x∗，改善基本 Newton 法的局部收敛性问题。

缺点：

• 阻尼 Newton 法还是没有解决 Gk 奇异/非正定的问题。

4.5.2 混合法

基本/阻尼 Newton 方法始终出现几个问题：

• Gk 不正定

• Gk 不可逆

• 迭代方向 dk 几乎与 −gk 正交（我们希望 −g⊤
k dk 越负越好）

混合法的基本思想就是，当一种方法无法继续迭代时，采用另一种方法可以使迭代进行下去，具体而言：

• Gk 不正定但可逆时，注意到 g⊤
k (G

−1
k gk) < 0，因此取反向 dk = G−1

k gk

• Gk 不可逆或迭代方向 dk 几乎与 −gk 正交时，直接取负梯度方向 dk = −gk

混合法

1. 给定 x0，ϵ1 > 0, ϵ2 > 0，k = 0.

2. 在第 k 次迭代，若终止准则满足，则输出 xk 迭代停止。

3. 若 Gk 非奇异，则 dk ← −G−1
k gk，否则转到第 6 步

4. 若 g⊤
k dk > ε‖gk‖‖dk‖（Gk 不正定），则 dk ← −dk，转到第 7 步
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5. 若 |g⊤
k dk| ≤ ϵ2‖gk‖‖dk‖（dk 几乎与 −gk 正交），转到第 6 步，否则转到第 7 步

6. dk = −gk

7. 精确线搜索求 xk+1 = xk + αkdk 的步长 αk，k + 1← k，转到第 2 步

4.5.3 LM 法

Levenberg-Marquardt 法是处理 Gk 奇异/非正定情况的一个简单有效的方法。对于非正定矩阵 Gk，我们

可以选一个足够大的 v，保证 Gk + vI 是正定矩阵。

LM 法

LM 法的迭代方向为

dk = −(Gk + vkI)−1gk

随后通过精确线搜索求 xk+1 = xk + αkdk 的步长 αk。

• 当 vk 很小时，LM 方向接近 Newton 方向。

• 当 vk 很大时，LM 方向接近负梯度方向。

具体而言，vk 如何取值呢？以下定理指出，LM 法法等效于信赖域框架下的 Newton 方法，从而 vk 的取值可

以参考信赖域半径 ∆k 进行修正。

LMF 法是信赖域框架下的 Newton 法

dk 是信赖域子问题

min
d

qk(d) = min
d

1

2
d⊤Gkd + g⊤

k d, s.t.‖d‖ ≤ ‖∆k‖

的解 ⇐⇒ 存在 vk ≥ 0 使得 (G⊤
k + vkI)dk = −gk，其中 vk(∆k − ‖dk‖) = 0

证明. 证明过程见4.8.2中“LMF 法是信赖域框架下的 Gauss-Newton 法”。

根据上述定理，

‖Gk + vkI‖‖dk‖ = ‖gk‖

当 vk 变大时，‖dk‖ 变小，从而 ∆k 变小，反之亦然。因此，vk 的调整方向应与信赖域的半径 ∆k 的调整方向

相反。类似于之前信赖域方法所述，定义比值

γk =
f(xk)− f(xk + dk)

qk(0)− qk(dk)

来表现二次函数 qk(dk) 在 xk + dk 附近近似目标函数 f(xk) 的好坏程度。

• γk 越小，说明二次函数 qk(dk) 近似效果差，应缩小信赖域半径 ∆k，即增大 vk

• γk 越大，说明二次函数 qk(dk) 近似效果好，应扩大信赖域半径 ∆k，即减小 vk
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由此可以给出 LM 方法的算法流程

4.6 拟 Newton 法

无论用什么改进方法，Newton 方法的最大问题是

• 计算量大（Hessian 矩阵、求逆）

• 不稳定性（Hessian 矩阵不正定/奇异）

我们想找到一种不需要计算二阶梯度，收敛速度又比较快的方法。一条基本思路是：利用 xk,xk+1 和 gk,gk+1

来构造矩阵 Bk+1 来近似 Gk+1（或构造 Hk+1 近似 G−1
k+1，且近似矩阵 Bk+1(或 Hk+1) 要满足

• 只需要 f(x) 的一阶梯度信息

• Bk(或 Hk) 正定，保证 dk 为下降方向

• 方法收敛速度快

拟 Newton 条件

令 sk = xk+1 − xk,yk = gk+1 − gk，则近似矩阵 Bk 或 Hk 应满足

Bk+1sk = yk,Hk+1yk = sk

证明. 近似的度量可以从 Taylor 展开考虑

g(x) = gk+1 + Gk+1(x− xk+1) + o(‖x− xk+1‖2)

取 x = xk，当 xk+1 与 xk 很接近时，成立

gk − gk+1 = Gk+1(xk − xk+1)

⇒ yk = Gk+1sk

从这个性质入手，我们只需用 Bk+1 替代 Gk+1，或用 Hk+1 替代 G−1
k+1 即可。

拟 Newton 法

1. 给定初始迭代点 x0，对称正定矩阵 H0，ϵ > 0，k = 0.

2. 若终止准则满足，则输出有关信息，迭代停止.
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3. 计算 dk = −Hkgk.

4. 沿 dk 进行线搜索求出步长 αk，作迭代 xk+1 = xk + αkdk.

5. 修正 Hk 得到 Hk+1，使得 Hk+1yk = sk(即满足拟 Newton 条件)。k ← k + 1，转到第 2 步.

重点在于如何修正 Hk 得到 Hk+1。在确定了修正量 ∆Bk(或 ∆Hk) 后，我们才能更新近似矩阵

Bk+1 = Bk +∆Bk,Hk+1 = Hk +∆Hk

4.6.1 Symmetric Rank 1 (SR1) 方法

SR1 方法

Symmetric Rank 1 方法中，增量矩阵 ∆Bk 或者 ∆Hk 为对称且秩为 1 的矩阵。具体而言，SR1 以如下

方法更新 Bk 或 Hk：

BSR1
k+1 = Bk +

(yk −Bksk)(yk −Bksk)⊤
(yk −Bksk)⊤sk

HSR1
k+1 = Hk +

(sk −Hkyk)(sk −Hkyk)
⊤

(sk −Hkyk)
⊤yk

(Bk 和 Hk 的迭代式是完全对称的)

证明. SR1 方法用 σ ∈ R,v ∈ Rn 来近似 ∆Bk：

Bk+1 = Bk + σvv⊤

从而 ∆Bk 是秩为 1 的矩阵。我们希望通过选择合适的 σ 和 v 来使得 Bk+1 满足拟 Newton 条件，即

yk = Bk+1sk = Bksk + σvv⊤sk = Bksk + (σv⊤sk)v

注意到 σv⊤sk 是标量，因此 yk −Bksk 一定与 v 共线。可记 v = δ(yk −Bksk)，再代回上式

yk −Bksk = δ2σ(yk −Bksk)⊤sk(yk −Bksk)⇒ δ2σ(yk −Bksk)⊤sk = 1

再将 v = δ(yk −Bksk) 代回 Bk 的迭代式

BSR1
k+1 = Bk + δ2σ(yk −Bksk)⊤(yk −Bksk)

= Bk +
(yk −Bksk)(yk −Bksk)⊤

(yk −Bksk)⊤sk

对称地，Hk+1 也有迭代式

HSR1
k+1 = Hk +

(sk −Hkyk)(sk −Hkyk)
⊤

(sk −Hkyk)
⊤yk
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SR1 方法的收敛性

SR1 方法具有二次终止性，即假设 f(x) = 1

2
x⊤Gx+b⊤x(其中 G 对称正定)，若对于 ∀x0 ∈ Rn 和任意

对称正定矩阵 B0，只要 ∀k, (yk − Bksk)⊤sk 6= 0，则按照 SR1 迭代式，最多经过有限次迭代即可求得

f(x) 的最小点。

若确实迭代了 n 步且 s0, · · · , sn−1 线性无关，则 Bn = G。

[注]：以上结论换为 Hk 的迭代式同样成立。

实际运行 SR1 算法时，可能出现可能出现三种情况：

1. (yk −Bksk)⊤sk 6= 0，SR1 公式可以用.

2. yk = Bksk，根据拟 Newton 条件还是可以通过 Bk+1 = Bk 更新.

3. yk 6= Bksk 但 (yk −Bksk)⊤sk = 0，此时 SR1 公式不可用了.

故而在实际使用 SR1 算法时，为避免 3，一种解决方法是在计算 SR1 前再做一小步判断：设置一个很小的超参

数 r = 10−8：

• 如果 |(yk −Bksk)⊤sk| ≥ r‖sk‖‖yk −Bksk‖，则使用 SR1 公式.

• 否则用 Bk+1 ← Bk 更新.

SR1 方法的缺点：

1. 迭代过程中 Bk+1 不一定正定。(yk −Bksk)⊤sk > 0 才能推出 Bk+1 正定。

2. (yk −Bksk)⊤sk = 0 时，迭代会出问题。本质是因为在 SR1 方法中 ∆Bk 是由两个向量的外积构成的，这

种修正的自由度非常有限。遇到某些特殊情况时，SR1 更新可能无法充分调整矩阵。

4.6.2 BFGS 和 DFP 方法

BFGS 和 DFP 方法都是在 rank=1 的 SR1 方法上拓展，提出的 rank=2 的拟 Newton 方法。

BFGS 方法

BFGS 方法中，增量矩阵 ∆Bk 或者 ∆Hk 为对称且秩为 2 的矩阵。具体而言，BFGS 以如下方法更新

Bk 或 Hk：

BBFGS
k+1 = Bk +

yky⊤
k

y⊤
k sk

− Bksks⊤k B⊤
k

s⊤k Bksk

HBFGS
k+1 = (I− sky⊤

k

y⊤
k sk

)Hk(I−
yks⊤k
y⊤
k sk

) +
sks⊤k
y⊤
k sk

[注]：有关初始矩阵的选定，可以先初始取 H0 = I，计算出 x1 后，在 BFGS 更新之前，更新 H0 为 H0 =
y⊤
k sk

y⊤
k yk

I，

再通过 BFGS 计算 H1.
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证明. BFGS 方法用 β, γ ∈ R,u,v ∈ Rn 来近似 ∆Bk：

Bk+1 = Bk + βuu⊤ + γvv⊤

我们希望通过选择合适的 β, γ 和 u,v 来使得 Bk+1 满足拟 Newton 条件，即

yk = Bk+1sk = Bksk + β(u⊤sk)u + γ(v⊤sk)v

这里 u,v 的选择不唯一了，一种简单的取法是

β(u⊤sk) = 1,u = yk

γ(v⊤sk) = −1,v = Bksk

把这些代回 Bk+1 的更新公式

BBFGS
k+1 = Bk +

yky⊤
k

y⊤
k sk

− Bksks⊤k B⊤
k

s⊤k Bksk
对称地，如果 Bk,Bk+1 可逆，依据 Shermann-Morrison-Woodbury 公式可得出 HBFGS

k+1 公式

HBFGS
k+1 = (I− sky⊤

k

y⊤
k sk

)Hk(I−
yks⊤k
y⊤
k sk

) +
sks⊤k
y⊤
k sk

DFP 方法

DFP 方法中，增量矩阵 ∆Bk 或者 ∆Hk 为对称且秩为 2 的矩阵:

HDFP
k+1 = Hk +

sks⊤k
s⊤k yk

− Hkyky⊤
k H⊤

k

y⊤
k Hkyk

BDFP
k+1 = (I− yks⊤k

s⊤k yk

)Bk(I−
sky⊤

k

s⊤k yk

) +
yky⊤

k

s⊤k yk

证明. DFP 用 β, γ ∈ R,u,v ∈ Rn 来近似 ∆Hk：

Hk+1 = Hk + βuu⊤ + γvv⊤

得到 HDFP
k+1 公式

HDFP
k+1 = Hk +

sks⊤k
s⊤k yk

− Hkyky⊤
k H⊤

k

y⊤
k Hkyk

对称地，依据 Shermann-Morrison-Woodbury 公式可得出 BDFP
k+1 公式

BDFP
k+1 = (I− yks⊤k

s⊤k yk

)Bk(I−
sky⊤

k

s⊤k yk

) +
yky⊤

k

s⊤k yk

容易看出，BFGS 和 DFP 是互为对偶的方法。但是 BFGS 和 DFP 代表的是两种解。
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从优化意义上得出 BFGS 和 DFP 迭代公式

BDFP
k+1 是以下矩阵优化问题的解

min
B
‖W−⊤(B−Bk)W−1‖F , s.t.


B = B⊤

Bsk = yk

W⊤W = B,W ∈ Rn

即：在所有满足拟 Newton 条件的对称矩阵中，寻找在加权 F 范数意义下与 Bk 距离最近的矩阵。

[注]：将 B 换为 H，将 sk,yk 互换，就能从矩阵优化角度理解 HBFGS
k+1 公式。

下面介绍 BFGS 和 DFP 方法一些性质

对称正定性

假设 Hk 对称正定，如果 s⊤k yk > 0，则构造出的 HDFP
k+1 或 HBFGS

k+1 也对称正定。

如果 Bk 对称正定，如果 y⊤
k sk > 0，则构造出的 BDFP

k+1 或 BBFGS
k+1 也对称正定。

证明. 就以 HDFP
k+1 为例：∀x ∈ Rn，

x⊤HDFP
k+1 x = x⊤Hkx +

(x⊤sk)2
s⊤k yk

− (x⊤Hkyk)
2

y⊤
k Hkyk

=
(x⊤Hkx)(y⊤

k Hkyk)− (x⊤Hkyk)
2

y⊤
k Hkyk

+
(x⊤sk)2

s⊤k yk

(Cauchy-Schwartz) ≥ (x⊤sk)2
s⊤k yk

> 0

上述定理要求 s⊤k yk > 0，那么如何保证这一点？关于此，有以下定理

保证 s⊤k yk > 0 的定理

对于使用精确线搜索或非精确线搜索 Wolfe 准则的 DFP 方法和 BFGS 方法，有 s⊤k yk > 0。

证明. 对于精确线搜索方法 αk = arg min
α

f(xk + αdk)，其能导出 g⊤
k+1dk = 0。另外，sk = xk+1 − xk = αkdk，

那么

s⊤k yk = αkd⊤
k (gk+1 − gk) = −αk(−Hkgk)

⊤gk = αkg⊤
k Hkgk > 0

对于 Wolfe 准则的非精确线搜索，

s⊤k yk = αk(d⊤
k gk+1 − d⊤

k gk) ≥ αk(σ − 1)d⊤
k gk > 0

需要注意的是，以上定理对强 Wolfe 准则也成立，但 Goldstein 准则不能保证 s⊤k yk > 0，所以拟 Newton
方法中，一般我们不使用 Goldstein 准则。
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BFGS 和 DFP 方法的收敛性

假设初始矩阵 B0 对称正定，目标函数 f(x) 二阶连续可微，其水平集 L = {x|f(x) ≤ f(x0)} 凸，则

∃m,M ∈ R+ 使得 ∀z ∈ Rn，x ∈ L，且满足

m‖z‖2 ≤ z⊤G(x)z ≤M‖z‖2

则使用精确线搜索或者非精确线搜索 Wolfe 准则的 BFGS 方法和 DFP 方法具有全局收敛性。

BFGS 和 DFP 方法的收敛速度

如果 G(x) 在极小点 x∗ 上具有 Lipschitz 连续性，则 BFGS 和 DFP 方法以超线性速度收敛到 x∗

以 BFGS 格式为代表的拟 Newton 类算法由于仅仅使用了 G(x) 的近似，因此很难达到二阶收敛速度，最

多只能达到超线性收敛速度。但是，由于拟 Newton 方法对近似矩阵的更新代价 (O(n2)) 可能远小于 Newton
方法计算 G(x) 的代价（O(n3)）, 因此它在大规模问题中的开销可能远小于牛顿算法，更为实用。

证明. (证明见 https://bicmr.pku.edu.cn/ wenzw/optbook/lect/12-lect-QN.pdf，考试可能不作要求)

BFGS 和 DFP 法的算法复杂度

迭代过程可以描述为

xk+1 = xk + αkB−1
k gk

Bk+1 ← Bk +∆Bk

或

xk+1 = xk + αkHkgk

Hk+1 ← Hk +∆Hk

如果直接采用 Hk，则迭代的计算复杂度是 O(n2)(只涉及 Rn×n 和 Rn 的矩阵乘法).
如果采用 Bk，用 Gauss 消元法求逆，则迭代的计算复杂度为 O(n3)(求逆的运算为 O(n3) 的).
如果用对 Bk 作 LDL 分解: Bk = LkDkL⊤

k ，储存下三角阵 Lk 和对角阵 Dk，每次迭代时更新 Lk 和

Dk 即可，迭代的计算复杂度为 O(n2).

[注]：逆运算的复杂度为 O(n3) 的解释如下：高斯消元法首先将矩阵转换为上三角形式。在这个过程中，对于每

一列，我们需要将其下面的所有元素消为 0。对于第 k 列，需要处理 n− k 行，每行需要执行 n−k 次乘法和减

法操作。总操作数为

n−1∑
k=1

(n− k)2 ∼
n−1∑
k=1

k2 ∼ n(n− 1)(2n− 1)

6
∼ O(n3)

[注]：另一个用 Bk 而非 Hk 的好处在于，每次更新完 Dk 之后，如果其对角元素全为正，则能直观判断 Bk 正

定；如果有负值，则修改为一个很小的正值即可。但采用 Hk 就无法如此直观的判断。
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4.6.3 L-BFGS (考试不考)

尽管 BFGS 等近似 Hessian 矩阵 G 的方法降低了直接对 Hessian 矩阵求逆的复杂度（O(n3)→ O(n2)，但

Bk 或 Hk 仍然需要 O(n2) 规模的存储空间，当 n 很大时仍然是困难的。对此，研究者提出 Limited-memory
BFGS (L-BFGS)，只保存最近 m 次迭代的信息来构造 Hessian 矩阵 (或其逆矩阵) 的近似矩阵，从而大大减
少数据的存储空间。具体原理如下：令 ρk =

1

yT
k sk

，其中 sk = xk+1 − xk, yk = gk+1 − gk，则 Hk+1 的 BFGS

公式可写为：

Hk+1 =
(
I− ρkskyT

k

)
Hk

(
I− ρkyksTk

)
+ ρksksTk .

令 Vk = I− ρkyksTk ，则

Hk+1 = VT
k HkVk + ρksksTk

用这个递推公式，不难发现可以只用 {si,yi}ki=1 将 Hk+1 表示为

Hk+1 =
(

V⊤
k V⊤

k−1 · · ·V⊤
1 V⊤

0

)
H0 (V0V1 · · ·Vk−1Vk)

+
(

V⊤
k V⊤

k−1 · · ·V⊤
2 V⊤

1

) (
ρ0s0s⊤0

)
(V1V2 · · ·Vk−1Vk)

+
(

V⊤
k V⊤

k−1 · · ·V⊤
3 V⊤

2

) (
ρ1s1s⊤1

)
(V2V3 · · ·Vk−1Vk)

+ · · ·

+
(

V⊤
k V⊤

k−1

) (
ρk−2sk−2s⊤k−2

)
(Vk−1Vk)

+ V⊤
k

(
ρk−1sk−1s⊤k−1

)
Vk

+ ρksks⊤k

但是这个储存量还是太大了，我们只希望保留最近的 m 个 {si,yi}。因此，考虑舍弃那些最早生成的向量。例

如，计算 Hm+1 时，保存的信息为 {si,yi}mi=1，舍弃了 {s0,y0}；计算 Hm+2 时，保存的信息为 {si,yi}mi=2，舍

弃了 {si,yi}1i=0。以此类推。不妨记 m̂ = min{k,m − 1}(这意味着当 k ≤ m− 1，时，我们用满 k 个最近的信

息，当 k > m 时，我们只用最近的 m− 1 个信息)

Hk+1 =
(

V⊤
k V⊤

k−1 · · ·V⊤
k−m̂+1V⊤

k−m̂

)
H0

k+1 (Vk−m̂Vk−m̂+1 · · ·Vk−1Vk)

+
(

V⊤
k V⊤

k−1 · · ·V⊤
k−m̂+2V⊤

k−m̂+1

) (
ρ0s0s⊤0

)
(Vk−m̂+1Vk−m̂+2 · · ·Vk−1Vk)

+
(

V⊤
k V⊤

k−1 · · ·V⊤
k−m̂+3V⊤

k−m̂+2

) (
ρ1s1s⊤1

)
(Vk−m̂+2Vk−m̂+3 · · ·Vk−1Vk)

+ · · ·

+
(

V⊤
k V⊤

k−1

) (
ρk−2sk−2s⊤k−2

)
(Vk−1Vk)

+ V⊤
k

(
ρk−1sk−1s⊤k−1

)
Vk

+ ρksks⊤k .

4.6.4 Broyden 族方法

Broyden 族方法

将 BFGS 和 DFP 公式进行加权求和，就得到了 Broyden 族公式：

BBroyden
k+1 = (1− ϕk)BBFGS

k+1 + ϕkBDFP
k+1
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[注]: 显然，BFGS(ϕk = 0)、DFP(ϕk = 1) 都属于 Broyden 族。

[注]: SR1 也属于 Broyden 族，此时 ϕk =
s⊤k yk

s⊤k yk − s⊤k Bksk
/∈ [0, 1]。

[注]: 对 Broyden 族公式作变形

BBroyden
k+1 = BBFGS

k+1 + ϕk(BDFP
k+1 −BBFGS

k+1 ) = BBFGS
k+1 + ϕkvkv⊤

k

其中 vk = (s⊤k Bksk)
1
2

(
yk

y⊤
k sk
− Bksk

s⊤k Bksk

)
，这说明 Broyden 族公式与 BFGS 方法也就相差一个秩为 1 的矩阵。

Broyden 族方法的对称正定性

假设 BBFGS
k+1 为对称正定矩阵，当 ϕk ≥ 0 时得到的 Broyden 族公式得到的 Bk+1 也为对称正定矩阵。

证明. 由 BBroyden
k+1 = BBFGS

k+1 + ϕkvkv⊤
k 易知 BBroyden

k+1 也对称正定。

Broyden 族方法的二次终止性

设 f(x) = 1

2
x⊤Gx+b⊤x，其中 G 为对称正定阵。对任意初始点 x0 和任意对称正定阵 B0 ∈ Rn×n，αk

为精确线搜索得到的步长，则 Broyden 族的拟 Newton 方法最多经过 n 次迭代，可求得二次函数 f(x)
的极小点。此外，如果确实迭代了 n 步，那么 Bn = G。

证明. 证明见 4.7 共轭梯度法中的介绍

4.7 共轭梯度法

4.7.1 变度量意义的最速下降法

之前介绍的最速下降法是 ‖ · ‖2 范数度量意义下的最速下降，这仅局限于当前迭代点的局部范围内是下降

最快的，整体上看，迭代效果并不是很好 (回忆: 函数的等高线是非常扁的椭圆的情况)。自然想到，是否度量变

了，最速下降的方向也会不同？效果更好呢？如图 12所示，对于等高线为左图的二次型
1

2
x⊤Gx，如果对向量

x 作线性变换 x 7→Wx，能否将等高线变为圆的，从而方便优化？

图 12: 变度量意义的最速下降法

设 x̂ = Wx，则变换后梯度 g(x̂) = (W−1)⊤g(x)。如果在变换后的空间，等高线变为标准的圆，那么

1

2
x̂⊤x̂ =

1

2
x⊤W⊤Wx

那么这要求 W 满足 W⊤W = G。从优化的角度看，原空间的牛顿方向

dk = −G−1
k gk = −W−1(W⊤)−1gk
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从而

d̂k = Wdk = −(W⊤)−1gk = g(x̂k)

即原始空间里的 Newton 方向等价于变换空间的负梯度方向。

• 原始空间的最速下降法不考虑函数的形状，在周围一个很小的“圆”里找到最快下降的方向

• Newton 法计算出了曲率，可以认知周围的函数形状，在周围一个很小的“椭圆”里找到最快下降的方向。

• 拟 Newton 法也要计算曲率，只是曲率是一个近似的曲率。

4.7.2 共轭梯度法的基本概念

如图所示，假如我们在 3 维空间内有一个正定二次函数 f(x) = 1

2
x⊤Gx + b⊤x，等高线为椭圆面。从任意

初始点 x0 出发，沿着其短轴方向 d0，长轴方向 d1，纵轴方向 d2 作精确线搜索，只需要 3 步就能走到最优点

x∗。这三个方向 d0,d1,d2 两两正交，被称为共轭方向。

图 13: 共轭方向

共轭方向的重要性

对于 Rn 上一般正定的二次函数而言，依次沿着共轭方向迭代就可以在最多 n 步内得到函数的极小点。

证明. 回顾正定二次函数精确线搜索的步长

αk =
−g⊤

k dk

d⊤
k Gdk

=
dk(Gxk − b)

d⊤
k Gdk

由于共轭方向线性无关，因此这组方向构成 Rn 的一组基，又 x∗ − x0 = β0d0 + · · · + βn−1dn−1，等式两端同

时左乘 d⊤
k G 可得

βk =
d⊤
k G(x∗ − x0)

d⊤
k Gdk

根据迭代过程，xk − x0 = α0d0 + · · ·+ αk−1dk−1，等式两端同时左乘 d⊤
k G 可得

d⊤
k G(xk − x0) = 0

于是

βk =
d⊤
k G(x∗ − x0)

d⊤
k Gdk

=
d⊤
k G(x∗ − xk + xk − x0)

d⊤
k Gdk

=
d⊤
k G(x∗ − xk)

d⊤
k Gdk

=
−d⊤

k (Gxk − b)
d⊤
k Gdk

= αk

这说明了经过精确线搜索的每一步迭代后，x0 就能到达最优点 x∗。得证。
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那么，这样的共轭方向怎么求？我们可以将原空间仿射变换到一个新的 Rn 空间，使得在新空间中，原本

的 n 个共轭方向恰好平行于 n 根坐标轴。为实现此，假设映射 f 将新空间的点 x̃ 映射到原空间 x

f : Rn 7→ Rn, x = Wx̃

其中 W = [d0, · · · ,dn−1] 于是

g(x̃) = f(Wx̃) = 1

2
x̃⊤(W⊤GW)x̃ + (b⊤W)x̃

在新空间中，变换后的正定二次函数各轴与坐标轴平行，那么 W⊤GW 必然是一个对角阵。非对角处为 0，即

d⊤
i Gdj = 0, ∀i 6= j。由此，引出如下关于共轭方向的定义。

G 共轭

设 G 是对阵正定矩阵，若非零向量组 {d0, · · · ,dn−1} 满足 d⊤
i Gdj = 0, i 6= j，则称这个非零向量组是

矩阵 G 的共轭方向，简称为 G 共轭。

• 正交方向是共轭方向的特例，G = I

• 显然，共轭向量组中的向量必然线性无关。(若不然，设 di =
∑
j ̸=i

αjdj，则 d⊤
i Gdi =

∑
j ̸=i

αjd⊤
j Gdi = 0，

与共轭性矛盾)

子空间扩展定理

设正定二次函数 f(x) = 1

2
x⊤Gx+b⊤x，d0, · · · ,dn−1 是 G 的共轭方向。由任意的 x0 出发，依次沿着

xk + αdk 作精确线搜索得 αk，则

g⊤
k dj = 0, j = 0, · · · , k − 1

且 xk 是 f(x) 在集合 Xk = {x|x = x0 + span{d0, · · · ,dk}} = {x|x = x0 +
k−1∑
j=0

βjdj} 上的极小点。

• 这个定理说明，gk 与之前所有的共轭更新方向都正交！(精确线搜索只说 gk 与 dk−1 正交)

证明. 首先证明

g⊤
k dj = 0, j = 0, · · · , k − 1

当 j = k − 1 时，由精确线搜索的推论易知成立。对于 j = 0, · · · , k − 2，注意到 gi = Gxi + b，

gk =gj+1 +

k−1∑
i=j+1

(gi+1 − gi) = gj+1 + G
k−1∑

i=j+1

(xi+1 − xi)

=gj+1 + G
k−1∑

i=j+1

αidi.

由精确线搜索的结果及 d0,d1, · · · ,dk−1 的两两共轭性有

g⊤
k dj =g⊤

j+1dj +

k−1∑
i=j+1

αid⊤
i Gdj = 0.
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对于定理的第二个结论，只要证明对任给 x ∈ Xk, f(x) ≥ f(xk) 即可。注意到

xk =x0 +

k−1∑
j=0

αjdj , x = x0 +

k−1∑
j=0

βjdj , ∀x ∈ Xk,

由 G 的正定性和 g⊤
k dj = 0, j = 0, · · · , k − 1，我们对 f(x) 在 xk 附近展开

f(x) = f(xk) + (x− xk)
⊤gk +

1

2
(x− xk)

⊤G(x− xk)

≥ f(xk) + (x− xk)
⊤gk

= f(xk) +

k−1∑
j=0

(βjdj − αjdj)
⊤gk

= f(xk) +

k−1∑
j=0

(βj − αj)d⊤
j gk

= f(xk)

由此知定理结论成立。

4.7.3 线性共轭梯度法

由于求解正定二次函数的极小化问题 min 1

2
x⊤Gx−b⊤x，等价于求解线性方程组 Gx = b，因此把求解正

定二次函数极小化问题的共轭梯度法称为线性共轭梯度法。

线性共轭梯度法

线性共轭梯度法中，按照如下方法构造共轭方向：规定 d0 = −g0，

dk = −gk + ξk−1dk−1 = −gk +
g⊤
k gk

g⊤
k−1gk−1

dk−1

这样生成的新方向 dk 仅用到上一个方向 dk−1，而无需知道之前所有的方向，并且能够自动保证 dk 与

之前所有方向共轭。这样我们不需要储存 di (i = 1, · · · , k − 2)，是一种更高效的构造。

优化算法迭代步骤如下

xk+1 = xk + αkdk = xk +
g⊤
k gk

d⊤
k Gdk

dk

证明. 首先我们给出 dk 的构造方法：由 dk 与 d0, · · · ,dk−1 线性无关，且 gk ⊥ d0, · · · ,dn−1，所以 dk 可以表

示为 gk,d0, · · · ,dn−1 的线性组合：

dk = −gk +

k−1∑
i=0

ξidi

这里特意让 gk 前系数为 −1。由共轭方向的定义，我们需要确定系数使得 d⊤
k Gdj = 0, j = 0, · · · , k− 1，代入

上式可以反解出

ξj =
g⊤
k Gdj

d⊤
j Gdj

, j = 0, · · · , k − 1
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可以证明：ξj = 0, j = 0, · · · , k−2，从而 dk = −gk+ξk−1dk−1。证明如下：由 xj+1−xj = αjdj 和 gj = Gxj+b

知，对 ξj 的分子乘以 αj 得

αjg⊤
k Gdj =g⊤

k G(xj+1 − xj)

=g⊤
k (gj+1 − gj).

由

dk = −gk +

k−1∑
i=0

ξidi ⇒ gj = −dj +

j−1∑
i=0

ξidi

再由子空间扩展定理（这里假设了 G 是正定对称的）知

g⊤
k gj = g⊤

k (−dj +

j−1∑
i=0

ξidi) = 0, j = 0, · · · , k − 1,

从而

g⊤
k (gj+1 − gj) =

0, j = 0, · · · , k − 2,

g⊤
k gk, j = k − 1.

这就证明了 ξj 的分子为 0，即 ξj = 0 j = 0, · · · , k − 2，从而

dk = −gk + ξk−1dk−1.

再来看 ξk−1 的表示。对 ξk−1 的分母乘以 αk−1 为

αk−1d⊤
k−1Gdk−1 =d⊤

k−1G(xk − xk−1) = d⊤
k−1(gk − gk−1) = −d⊤

k−1gk−1

=(gk−1 − ξk−2dk−2)
⊤gk−1

=g⊤
k−1gk−1, k ≥ 2.

对 k = 1，回顾 d0 = −g0，有

α0d⊤
0 Gd0 = d⊤

0 (g1 − g0) = g⊤
0 g0.

因此，ξk−1 可表示为

ξk−1 =
g⊤
k gk

g⊤
k−1gk−1

.

从而 dk = −gk +
g⊤
k gk

g⊤
k−1gk−1

dk−1。

我们知道正定二次函数在精确线搜索下的步长为 αk = − g⊤
k dk

d⊤
k Gdk

，故应把共轭方向代入上所求得的步长公式中。

由子空间拓展定理，g⊤
k di = 0, i = 0, 1, · · · , k − 1。那么对 dk = −gk +

g⊤
k gk

g⊤
k−1gk−1

dk−1 两边同时左乘 g⊤
k ，得

g⊤
k dk = −g⊤

k gk +
g⊤
k gk

g⊤
k−1gk−1

g⊤
k dk−1 = −g⊤

k gk

那么步长可以化简为 αk =
g⊤
k gk

d⊤
k Gdk

38



龚舒凯 2022202790 4 无约束优化

线性共轭梯度法的性质

考虑正定二次函数
1

2
x⊤Gx + b⊤x，对任意初始点 x0，取 d0 = −g0(必须这么取)，则

1. 采用精确线搜索的共轭梯度法具有二次终止性。

假定共轭梯度方法经过 k 步迭代未达到极小点，则下列关系成立：

1. 共轭性：d⊤
k Gdi = 0, i = 0, · · · , k − 1

2. 正交性：g⊤
k gi = 0, i = 0, · · · , k − 1

3. 下降性：g⊤
k dk = −g⊤

k gk < 0

4. span{g0, · · · ,gk} = span{d0, · · · ,dk} = span{g0, · · · ,Gkgk}，即 {g0, · · · ,gk}和 {d0, · · · ,dk}是

Krylov 空间 {g0, · · · ,Gkgk} 的一组正交基和一组共轭正交基。（梯度张成的空间和迭代方向张成

的空间相同）

[注]: 如果初始共轭梯度方向没有选 d0 = −g0，则线性共轭梯度法生成的迭代方向 dk 可能不共轭。

证明. 1,2 的证明已经蕴含在线性共轭梯度方向的构造中。3 的证明是显然的

g⊤
k dk = −g⊤

k (gk −
g⊤
k gk

g⊤
k−1gk−1

dk−1) = −g⊤
k gk < 0

4 的证明不做要求。

4.7.4 非线性共轭梯度法

将“正定二次函数”的线性共轭梯度法推广到“一般函数”，就称之为非线性共轭梯度法。回顾线性梯度法中迭

代方向 dk 的更新公式：

dk = −gk + ξk−1dk−1, ξk−1 =
g⊤
k gk

g⊤
k−1gk−1

非共轭梯度法的更新方向同样由上式给出，但采取的 ξk−1 不同：

FR 方法

FR 方法的更新迭代方向仍为

dk = −gk + ξk−1dk−1, ξk−1 =
g⊤
k gk

g⊤
k−1gk−1

但 αk 用非精确线搜索确定。

FR 方法的下降性质

对于 FR 方法，若 αk 由强 Wolfe 准则得到，且 σ ∈
(
0,

1

2

)
，则 dk 满足

− 1

1− σ
≤ g⊤

k dk

‖gk‖2
≤ 2σ − 1

1− σ

从而 dk 是下降方向。
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证明. 由于当 σ ∈ (0,
1

2
) 时，

2σ − 1

1− σ
∈ (−1, 0)，所以只需要证明 − 1

1− σ
≤ g⊤

k dk

‖gk‖2
≤ 2σ − 1

1− σ
即可证明 dk 是下

降方向。下面用数学归纳法说明其成立。

1. 当 k = 0 时，
g⊤
0 d0

‖g0‖2
= −1 ∈

(
− 1

1− σ
,
2σ − 1

1− σ

)
，易知成立。

2. 设在 k 时成立 − 1

1− σ
≤ g⊤

k dk

‖gk‖2
≤ 2σ − 1

1− σ
，则 k + 1 时

g⊤
k+1dk+1

‖gk+1‖2
=

g⊤
k+1(−gk+1 +

g⊤
k+1gk+1

g⊤
k gk

dk)

‖gk+1‖2
= −1 +

g⊤
k+1dk

‖gk‖2

根据强 Wolfe 准则，|g⊤
k+1dk| < −σg⊤

k dk，因此

g⊤
k+1dk+1

‖gk+1‖2
> −1 + σ

g⊤
k dk

‖gk‖2
> −1− σ

1− σ
= − 1

1− σ

g⊤
k+1dk+1

‖gk+1‖2
< −1− σ

g⊤
k dk

‖gk‖2
< −1 + σ

1− σ
=

2σ − 1

1− σ

3. 因此，∀k ∈ N，− 1

1− σ
≤ g⊤

k dk

‖gk‖2
≤ 2σ − 1

1− σ
，即 dk 是下降方向。

FR 方法的收敛性

设 f(x) 有下界，g(x) 满足 Lipschitz 条件，则使用精确线搜索或 σ ∈ (0,
1

2
) 的强 Wolfe 准则的 FR 方法

具有全局收敛性，即

1. 要么 ∃N, s.t. gN = 0

2. 要么 lim inf
k→∞

‖gk‖ = 0

证明. 要证明此，先证明一个引理：

Zoutendijk 条件

设 f(x) 有下界，g(x) 满足 Lipschitz 条件，αk 由 Wolfe 准则或精确线搜素准则得到，则对于具有 xk+1 =

xk + αkdk 的迭代格式的下降方法，满足 Zoutendijk 条件

∑
k≥0

(g⊤
k dk)

2

‖dk‖2
=
∑
k≥0

‖gk‖2 cos2 θk <∞

其中 θ = 〈−gk,dk〉 为负梯度方向与迭代方向的夹角。

证明. (使用 Wolfe 准则) 根据 Wolfe 准则，

g⊤
k+1dk > σg⊤

k dk ⇒ (gk+1 − gk)
⊤dk > (σ − 1)g⊤

k dk
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又根据 g(x) 的 Lipschitz 连续性：

(gk+1 − gk)
⊤dk ≤ ‖gk+1 − gk‖‖dk‖ ≤ αkL‖dk‖2

因此

(σ − 1)g⊤
k dk < αkL‖dk‖2 ⇒ αk >

(σ − 1)g⊤
k dk

L‖dk‖2

将上述 αk 的范围带入 Wolfe 准则

f(xk + αkdk) ≤ f(xk) + ρg⊤
k dkαk

⇒ fk+1 ≤ fk + ρg⊤
k dk

(σ − 1)g⊤
k dk

L‖dk‖2
= fk + ρ

(σ − 1)(g⊤
k dk)

2

L‖dk‖2

= fk +
ρ(σ − 1)

L
‖gk‖2 cos2 θk

对上式关于 k = 0 到 n 作累加得：

fk ≤ f0 +
ρ(σ − 1)

L

k−1∑
i=0

‖gi‖2 cos2 θi

⇒
k−1∑
i=0

‖gi‖2 cos2 θi ≤
L

ρ(1− σ)
(f0 − fk)

由于 fk 是下有界的，所以 f0 − fk <∞，得证。

证明. (使用精确线搜索准则) 在精确线搜索准则下，gk+1dk = 0，于是

‖d⊤
k gk‖ = ‖d⊤

k (gk+1 − gk)‖ ≤ ‖dk‖‖gk+1 − gk‖ ≤ αkL‖dk‖2

⇒αk ≥
‖d⊤

k gk‖
L‖dk‖2

再对 ϕ(α) = f(xk + αdk) 在 α = αk 处作 Taylor 展开，得

ϕ(α) = ϕ(αk) + ϕ′(αk)(α− αk) +
1

2
ϕ′′(ξk)(α− αk)

2, ξk ∈ (αk, α)

⇒ f(xk + αdk) = f(xk+1) + g⊤
k+1dk(α− αk) +

1

2
d⊤
k G(ξk)dk(α− αk)

2

令 α = 0，则

f(xk) = f(xk+1) + 0 +
1

2
d⊤
k G(ξk)dkα

2
k

⇒ fk − fk+1 =
1

2
d⊤
k G(ξk)dkα

2
k ≥

1

2
Md⊤

k dk
(d⊤

k gk)
2

L2‖dk‖4

fk − fk+1 ≥
M

2L2

(d⊤
k gk)

2

‖dk‖2
=

M

2L2
‖gk‖2 cos2 θk

对 k 从 0 开始求和，得

k−1∑
i=0

‖gi‖2 cos2 θi ≤
2L2

M
(f0 − fk) <∞

Zoutendijk 条件得证。
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接下来说明 FR 方法的迭代方向是下降方向。假设 ∀k,gk 6= 0，不妨假设 ∃µ > 0, ∀k ≥ 0, ‖gk‖ ≥ µ。根据

Zoutendijk 条件 ∑
k≥0

‖gk‖ cos θk <∞

只能令 cos θk → 0。在第 k 次迭代的时候，注意到

g⊤
k dk = g⊤

k (−gk + ξk−1dk−1) = −‖gk‖2

⇒− ‖gk‖2 = −‖gk‖‖dk‖ cos θk
⇒‖gk‖ = ‖dk‖ cos θk
⇒‖dk‖ = ‖gk‖ sec θk

又注意到在第 k + 1 次迭代的时候，根据 dk+1 = −gk+1 + ξkdk

‖dk+1‖2 = ‖gk+1‖2 + ξ2k‖dk‖2 − 2ξkg⊤
k+1dk = ‖gk+1‖2 + ξ2k‖dk‖2

⇒‖dk+1‖2

‖gk+1‖2
= 1 + ξ2k

‖dk‖2

‖gk+1‖2

⇒ sec2 θk+1 − 1 = ξ2k
‖dk‖2

‖gk+1‖2

⇒ tan2 θk+1 = ξ2k
‖dk‖2

‖gk+1‖2
=
‖gk+1‖2‖dk‖2

‖gk‖4

结合上面两个式子

tan2 θk+1

‖gk+1‖2
=

sec2 θk
‖gk‖2

=
tan2 θk + 1

‖gk‖2
⇒ tan2 θk+1

‖gk+1‖2
− tan2 θk
‖gk‖2

=
1

‖gk‖2

对上述递推式从 0 到 k − 1 加和，得

tan2 θk
‖gk‖2

=

k−1∑
i=0

1

‖gk‖2
≤ k

µ2
⇒ µ2

k
≤ ‖gk‖2 cot2 θk

当 k 充分大时，因为 cos θk → 0，因此 sin θk → 1 >
1

2
，那么 cot2 θk =

cos2 θk
sin2 θk

< 4 cos θ2k，于是

µ2

4k
≤ ‖gk‖2 cos2 θk ⇒

∑
k≥0

‖gk‖2 cos2 θk ≥
∑
k≥0

µ2

4k
=∞

矛盾！假设不成立，原命题得证。

FR 方法的缺点在于，如果在某一步迭代方向很差 (前进方向和负梯度方向接近正交，d⊤
k (−gk) ≈ 0)，并且

步长很小，那么之后的迭代方向仍然会很差，从而收敛速度变得很慢。这是因为：假设 dk 与 −gk 的夹角为 θk，

当迭代方向很差时，θk ≈
π

2
，根据确定 FR 方法下降性质的定理，

− 1

1− σ
≤ g⊤

k dk

‖gk‖2
≤ 2σ − 1

1− σ
⇒ c1

‖gk‖
‖dk‖

≤ −g⊤
k dk

‖gk‖‖dk‖
≤ c2

‖gk‖
‖dk‖

⇒ c1
‖gk‖
‖dk‖

≤ cos θk ≤ c2
‖gk‖
‖dk‖

其中 c1, c2 > 0，根据夹逼准则知 cos θk = 0 ⇐⇒ ‖gk‖ � ‖dk‖。如果步长 αk 很小，那么 gk ≈ gk−1，进而

ξk−1 ≈ 1，进而 dk ≈ dk−1，那么新的迭代方向基本没有改善！
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PRP 方法

更新迭代方向为

dk = −gk + ξk−1dk−1, ξk−1 =
g⊤
k (gk − gk−1)

g⊤
k−1gk−1

[注]: 由于此时 G 未必正定，子空间拓展定理不可用。

[注]: PRP 方法修正了 FR 方法的弱点，当 dk 是很差的迭代方向，且步长很小时，有 gk ≈ gk−1，进而 ξk−1 ≈ 0，

进而 dk ≈ −gk.

PRP 方法的下降性和收敛性

PRP 方法的前进方向 dk 满足下降性，且 PRP 方法具有全局收敛性。

二次终止与算法重启

函数极小点附近可以近似为正定二次函数。注意到线性共轭梯度方法对正定二次函数具有二次终止性，

但是需要在初始点选择负梯度方向。类似地，可以对非线性共轭梯度方法采用如下重启策略：

1. n 步重启：(但如果需要迭代的步数很小，无法使用 n 步重启)

dk =

−gk k = cn, c = 0, 1, 2, · · ·

−gk + ξk−1dk−1 k 6= cn, c = 0, 1, 2, · · ·

2. 梯度重启：当相邻两个梯度向量远非正交（说明当前迭代点附近无法被正定二次函数很好的近似），

则下一步迭代方向变为负梯度方向。其中远非正交的标准为

g⊤
k gk−1

‖gk‖
≥ 0.1

4.7.5 Broyden 族方法的搜索方向共轭性

以下定理非常重要，其揭示了为什么 SR1、BFGS、DFP 等 Broyden 族方法是二次终止的：因为可以证明

Broyden 族方法（包括 SR1、BFGS、DFP）都是共轭梯度法，而共轭梯度法通过 n 步迭代必收敛到二次函数

的极小点。

Broyden 族方法的搜索方向共轭性

对正定二次函数 f(x) = 1

2
x⊤Gx + b⊤x，对于采用精确线搜索的 Broyden 族方法，当经过 k 步迭代未

达到极小点时，满足如下关系：

Hkyi = si, i = 0, · · · , k − 1 (拟 Newton 条件)

d⊤
k Gdi = 0, i = 0, · · · , k − 1 (共轭性)

在证明前，有必要回顾以下几条关系：由于 f 为正定二次型，g = Gx + b，那么

gk+1 − gk = G(xk+1 − xk)⇒ yk = Gsk
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根据迭代公式

xk+1 − xk = αkdk ⇒ sk = αkdk ⇒ yk = αkGdk

根据 Newton 方向（但用的 Hk 近似），dk = −Hkgk。

证明. 下用数学归纳法证明：

1. 当 k = 1 时，由拟 Newton 条件有 H1y0 = s0，且 d⊤
1 Gd0 = − 1

α0
(H1g1)

⊤y0 = −g⊤
1 d0 = 0

2. 假设当 k = j 时成立，即

Hjyi = si, i = 0, · · · , j − 1

d⊤
j Gdi = 0, i = 0, · · · , j − 1

则 k = j + 1 时，

(a) 当 i = j 时，根据拟 Newton 条件知 Hj+1yj = sj，且

d⊤
j+1Gdj = −

1

αj
(Hj+1gj+1)

⊤yj = −
1

αj
g⊤
j+1Hj+1yj

= − 1

αj
g⊤
j+1αjdj = −g⊤

j+1dj = 0

成立。

(b) 当 i = 0, · · · , j − 1，根据 Broyden 族公式

Hj+1 = HDFP
j+1 + ϕvjv⊤

j

从而

Hj+1yi = Hjyi −
Hjyj

y⊤
j Hjyj

y⊤
j Hjyi +

sj
s⊤j yj

s⊤j yi + ϕvjv⊤
j yi = 0

其中

y⊤
j Hjyi = y⊤

j si = s⊤j Gsi = αjαi(d⊤
j Gdi) = 0

s⊤j yi = s⊤j Gsi = 0

v⊤
j yi = (y⊤

j Hjyi)
1
2 (

sj
s⊤j yi

−
Hjyj

y⊤
j Hiyi

)⊤yi = (y⊤
j Hjyi)

1
2 (

s⊤j yi

s⊤j yi

−
y⊤
j Hjyi

y⊤
j Hiyi

) = 0

故 Hj+1yi = Hjyi = si 成立，另外

d⊤
j+1Gdi = −

1

αj
(Hj+1gj+1)

⊤yi = −
1

αj
g⊤
j+1si

= − 1

αj
(gi+1 + (gi+2 − gi+1) + · · ·+ (gj+1 − gj))

⊤si

= − 1

αj
(gi+1 + yi+1 + · · ·+ yj)

⊤si

= − 1

αj
(gi+1 + Gsi+1 + · · ·+ Gsj)⊤si = 0

综上 k = j + 1 时定理成立。

3. 由数学归纳法，定理对任意 k ∈ N 均成立。
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4.8 最小二乘法

最小二乘法的动机是“数据拟合问题”：给定一组实验数据 (ti, yi), i = 1, · · · ,m，我们希望寻找一个以 x 为

参数的函数 fx(t)，使得 fx(ti) ≈ yi。由此，我们可以定义第 i 组数据 (ti, yi) 的剩余量 ri(x) 为

ri(x) = yi − fx(ti)

在剩余量平方和的意义下尽可能好的拟合数据，即最小化损失函数 L(x) = 1

2

m∑
i=1

r2i (x)。

最小二乘问题

minL(x) = 1

2

m∑
i=1

r2i (x) =
1

2
r(x)⊤r(x), x ∈ Rn

其中 r(x) = [r1(x), . . . , rm(x)]⊤ 称为剩余函数，剩余函数在 x 点的值 ri(x) = yi − fx(ti) 称为剩余量。

• 若 ri(x), i = 1, . . . ,m 均为线性函数，则问题称为线性最小二乘问题。

• 若至少有一个 ri(x) 为非线性函数，则问题称为非线性最小二乘问题。

Jacobian 矩阵

Jacobian 矩阵定义为

J(x) = [∇r1(x), · · · ,∇rm(x)]⊤ ∈ Rm×n

由此

• L(x) 的梯度为

g(x) =
m∑
i=1

ri(x)∇ri(x) = J(x)⊤r(x)

• L(x) 的 Hessian 矩阵为

G(x) =
m∑
i=1

(∇ri(x)∇ri(x)⊤ + ri(x)∇2ri(x)) = J(x)⊤J(x) + S(x)

对于 S(x) =
m∑
i=1

ri(x)∇2ri(x)，在极小点 x∗ 处，S(x∗) 的大小 ‖S∗‖ 取决于剩余量和问题的非线性性

• 对于线性最小二乘问题（显然有 ∇2ri(x) = 0）/剩余量为 0，‖S∗‖ = 0

• 当剩余量增大/ri(x) 非线性的增强时，‖S∗‖ 增大

由此，根据 ‖S∗‖ 的大小可将优化算法分为小剩余算法（‖S∗‖ = 0 或较小）与大剩余算法（‖S∗‖ 很大）

4.8.1 Gauss-Newton 法

回顾 Newton 法中求解最优迭代方向的 Newton 方程

dk = arg min
d

f(xk) + g⊤
k d +

1

2
d⊤Gkd

⇒ Gkdk = −gk
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记 J(xk) = Jk, S(xk) = Sk, r(xk) = rk，于是对于最小二乘问题，可以轻松得到如下 Newton 方程

(J⊤
k Jk + Sk)dk = −J⊤

k rk

然而，每次迭代时都要计算 Sk(即 m 个矩阵 ∇2ri(x))，带来沉重的计算负担。但对于小剩余问题，我们可以将

Sk 近似为 0。
Gauss-Newton 方法

在 Newton 法中忽略 Sk 便得到 Gauss-Newton 方法，即 Gauss-Newton 方向满足

J⊤
k Jkdk = −J⊤

k rk

Gauss-Newton 方向的另一种理解如下，我们可以对剩余函数 r(x) 作一阶 Taylor 近似：r(xk+d) ≈ r(xk)+

J⊤
k d，代回最小二乘问题，即得

dk = arg min
d

1

2
‖rk + Jkd‖2

= arg min
d

1

2
‖rk‖2 + r⊤k Jkd +

1

2
d⊤J⊤

k Jkd

对上式关于 d 求导并令导数为 0，即得 Gauss-Newton 方向。在迭代过程中，我们要求 J(x) 是列满秩矩阵，否
则如果 J(x) 不是列满秩矩阵，J(x)⊤J(x) 是奇异阵，Gauss-Newton 方向无法求解。

对比 Newton 法，Gauss-Newton 法在优化 L(x) 时有三大优点

• 无需计算 Sk，计算量小。事实上，在许多实际问题中 Sk � J⊤
k Jk，因此 Gauss-Newton 法的效果和 Newton

法类似。

• 当 Jk 列满秩且 gk 6= 0 时，Gauss-Newton 法的迭代方向 dk 是下降方向，因为

d⊤
k gk = d⊤

k J⊤
k rk = −d⊤

k J⊤
k Jkdk = −‖Jkdk‖2 ≤ 0

Gauss-Newton 法的算法流程如下：当 αk = 1 时称为基本 Gauss-Newton 法，当 αk 用线搜索确定时称为阻尼

Gauss-Newton 法。

基本 Gauss-Newton 法的收敛性

基本 Gauss-Newton 法具有局部收敛性。在 x∗ 为最小二乘问题的最优解的情况下，设

1. ri(x) ∈ C2, i = 1, · · · ,m；

2. (J∗)⊤(J∗) 正定；

3. 由基本 Gauss-Newton 法产生的迭代序列 {xk} 收敛到 x∗；
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4. G(x) 与 J(x)⊤J(x) 在 x∗ 的邻域内 Lipschitz 连续；

则成立

‖xk+1 − x∗‖ ≤ ‖[(J∗)⊤(J∗)]−1‖‖S∗‖‖xk − x∗‖+O(‖xk − x∗‖2)

从而基本 Gauss-Newton 法的收敛速度为

• 当 ‖[(J∗)⊤(J∗)]−1‖‖S∗‖ < 1 时，基本 Gauss-Newton 法收敛且有线性收敛速度，收敛速度随 ‖S∗‖
的增大而减慢，甚至对剩余量很大或者剩余函数高度非线性的问题不收敛。

• 当 ‖S∗‖ = 0，即零剩余问题或者线性最小二乘问题时，基本 Gauss-Newton 法就是 Newton 法，收

敛速度为二次收敛速度。

• 当 ‖S∗‖ 6= 0 时，阻尼 Gauss-Newton 法具有线性收敛速度。

证明. 由剩余量 ri(x) ∈ C2 立刻知损失函数 L ∈ C2。首先简记 hk = xk − x∗。对于充分接近 x∗ 的 xk(即
xk ∈ B(x∗, δ))，有

g(xk + d) = g(xk) +G(xk)d +O(‖d‖2)

令 d = −hk，

g(x∗) = g(xk)−G(xk)hk +O(‖hk‖2) = 0

⇒J⊤
k rk − (J⊤

k Jk + Sk)hk +O(‖hk‖2) = 0

由于 (J∗)⊤(J∗) 正定且 xk 充分接近 x∗，故 J⊤
k Jk 正定，等号两侧左乘 (J⊤

k Jk)
−1，得

(J⊤
k Jk)

−1J⊤
k rk − hk − (J⊤

k Jk)
−1Skhk +O(‖hk‖) = 0

⇒dk + hk = −(J⊤
k Jk)

−1Skhk +O(‖hk‖)

注意到 dk + hk = xk+1 − xk + xk − x∗ = xk+1 − x∗ = hk+1，故

hk+1 = −(J⊤
k Jk)

−1Skhk +O(‖hk‖)

⇒ ‖hk+1‖ ≤ ‖(J⊤
k Jk)

−1Sk‖‖hk‖+O(‖hk‖2)

≤ ‖(J⊤
k Jk)

−1Sk − [(J∗)⊤(J∗)]−1S∗‖‖hk‖+ ‖[(J∗)⊤(J∗)]−1S∗‖‖hk‖+O(‖hk‖2)

≤ ‖(J⊤
k Jk)

−1Sk − [(J∗)⊤(J∗)]−1S∗‖‖hk‖︸ ︷︷ ︸
Term of Interest

+‖[(J∗)⊤(J∗)]−1‖‖S∗‖‖hk‖+O(‖hk‖2)

从不等式的最终形式来看，我们只需要将 Term of Interest 放缩去除即可（放缩成 ‖hk‖2 的形式，并入 O(‖hk‖2)）。
注意到感兴趣的项的形式实际上为 (J(x)⊤J(x))−1S(x)中取 x = xk 和 x = x∗ 的差值，由此想到证明 (J(x)⊤J(x))−1S(x)
的 Lipschitz 连续性。因为 G(x) 与 J(x)⊤J(x) 在 x∗ 的邻域内 Lipschitz 连续，存在 β, γ > 0，使得 ∀x,y ∈
B(x∗, δ)，成立

‖G(x)−G(y)‖ ≤ β‖x− y‖

‖J(x)⊤J(x)− J(y)⊤J(y)‖ ≤ γ‖x− y‖
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那么

‖S(x)− S(y)‖ = ‖G(x)− J(x)⊤J(x)−G(y) + J(y)⊤J(y)‖

≤ ‖G(x)−G(y)‖+ ‖J(x)⊤J(x)− J(y)⊤J(y)‖

≤ (β + γ)‖x− y‖

这说明了 S(x) 在 x∗ 的邻域内 Lipschitz 连续。另外，由 (J∗)⊤(J∗) 正定，对 ∀x ∈ B(x∗, δ)，∃ξ > 0，使得

‖[J(x)⊤J(x)]−1‖ ≤ ξ，进而

‖(J(x)⊤J(x))−1 − (J(y)⊤J(y)−1)‖ = ‖
(
J(x)⊤J(x)

)−1 (
J(x)⊤J(x)− J(y)⊤J(y)

) (
J(y)⊤J(y)−1

)
‖

≤ ‖(J(x)⊤J(x))−1‖‖J(x)⊤J(x)− J(y)⊤J(y)‖‖J(y)⊤J(y)−1‖

≤ ξ2γ‖x− y‖

因此

‖(J⊤
k Jk)

−1Sk − [(J∗)⊤(J∗)]−1S∗‖‖hk‖ ≤ ‖(J⊤
k Jk)

−1Sk − (J⊤
k Jk)

−1S∗‖+ ‖(J⊤
k Jk)

−1S∗ − (J∗)⊤(J∗)−1S∗‖‖hk‖

≤ (β + γ)ξ‖hk‖2 + ξ2γ‖hk‖2

≤
(
(β + γ)ξ + γξ2‖S∗‖

)
‖hk‖2 = O(‖hk‖2)

这说明 Term of Interest 是 O(‖hk‖2) 的，不等式得证。

• 条件 4 变相要求初始点 x0 离 x∗ 足够近。Hessian 矩阵和 Jacobian 矩阵内积的 Lipschitz 连续性无法保

证时，点列 {xk} 可能不收敛。这就是为什么基本 Gauss-Newton 法只有局部收敛性的原因。

阻尼 Gauss-Newton 法的全局收敛性

设在有界水平集 L(x0) = {x|f(x) ≤ f(x0)} 上，ri(x) 连续可微 (i = 1, · · · ,m)，J(x) 列满秩，则对采用

Wolfe 准则的阻尼 Gauss-Newton 法产生的迭代序列 {xk}，有 gk → 0, k →∞

4.8.2 LMF 法

Gauss-Newton 法在迭代过程中可能出现 J⊤
k Jk 接近奇异的情况，从而无法解出下降方向。为此，LMF 法

提出在 J⊤
k Jk 上加上一个对角阵 vkI(vk > 0)，使得 J⊤

k Jk + vkI 正定。这个方法有个良好的性质：Fletcher 发
现，LMF 法是信赖域框架下的 Gauss-Newton 法。并根据这一点，可以提出合适的 vk > 0 的方法，即让 vk

的取值和信赖域的半径 ∆k 有关。

LMF 法是信赖域框架下的 Gauss-Newton 法

dk 是信赖域子问题

min
d

qk(d) = min
d

1

2
‖Jkd + rk‖2, s.t.‖d‖ ≤ ‖∆k‖

的解 ⇐⇒ 存在 vk ≥ 0 使得 (J⊤
k Jk + vkI)dk = −J⊤

k rk，其中 vk(∆k − ‖dk‖) = 0

[注]：目标函数 qk(d) 即 r(xk + d) 在 xk 处的一阶近似。

[注]：(J⊤
k Jk + vkI)dk = −J⊤

k rk 被称为 LM 方程。
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证明. 必要性：(⇒) 建立 Lagrange 函数

L(d, vk) = qk(d)−
1

2
vk(∆

2
k − ‖d‖2)

那么

∂L
∂d = J⊤

k Jkd + J⊤
k rk + vkd = 0⇒ (J⊤

k Jk + vkI)d = −J⊤
k rk

充分性：(⇐) 首先，可以发现 LM 迭代方向 dk 就是如下方程的全局极小点 (只需要对下式求导就知道)

q̃k(d) =
1

2
d⊤(J⊤

k Jk + vkI)d + d⊤J⊤
k rk +

1

2
r⊤k rk

其次，对上式稍作变形得知

q̃k(d) = qk(d) +
1

2
vk‖d‖2

由于 dk 是 qk(d) 的全局极小点，因此 q̃k(d) ≥ q̃k(dk)，那么 ∀d

qk(d)− qk(dk) = q̃k(d)− q̃k(dk) +
1

2
vk
(
‖dk‖2 − ‖d‖2

)
≥ 1

2
vk
(
‖dk‖2 − ‖d‖2

)
当 vk = 0 时，有 qk(d) ≥ qk(dk)；当 vk > 0 时，只能 ∆k = ‖dk‖，无论如何，都有

qk(d) ≥ qk(dk) +
1

2
vk
(
∆2

k − ‖d‖2
)

这意味着 ∀vk ≥ 0，当 ‖dk‖ ≤ ∆k 时，dk 就是 qk(d) 的全局极小点，即 dk 是定理中所述信赖域子问题的解。

根据 LM 方程

‖J⊤
k Jk + vkI‖‖dk‖ = ‖J⊤

k rk‖

当 vk 变大时，‖dk‖ 变小，从而 ∆k 变小，反之亦然。因此，vk 的调整方向应与信赖域的半径 ∆k 的调整方向

相反。类似于之前 LM 方法所述，可以给出 LMF 方法的算法流程

4.8.3 大剩余问题 (考试不考)

Gauss-Newton 方法忽略了 Hessian 矩阵中二阶项 S(x) =
m∑
i=1

ri(x)∇2ri(x)，这在剩余量小或者剩余函数非

线性低的问题是一个较好的近似。但是对于剩余量大或者剩余函数非线性程度高的问题，忽略 S(x) 会影响算法

的收敛性和收敛速度。但是，直接计算 S(x) 要计算 m 个 Hessian 矩阵 ∇2ri(x)，计算量巨大。为此，类比拟

Newton 法，我们考虑构造只包含 ri(x) 一阶梯度信息的近似矩阵 B̂，来近似 S(x).
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BFGS/DFP 法求解大剩余量问题

令 ŷk = (Jk+1 − Jk)
⊤rk+1，则 Sk 的近似矩阵 B̂k 满足拟 Newton 条件，即

B̂k+1sk = ŷk

从而可以通过 BFGS 或 DFP 法迭代求解 Sk 的近似矩阵 B̂k

证明. 假定在点 xk 处已得 Sk 的近似矩阵 B̂k，下面推导 Sk+1 的近似矩阵 B̂k+1。先考虑∇2r
(k+1)
i = ∇2ri(xk+1)

的近似矩阵 B̃(k+1)

i ，其应满足拟 Newton 条件

B̃(k+1)

i sk = ∇r(k+1)
i −∇r(k)i = (Jk+1 − Jk)

⊤ei

这里 ei 是第 i 个分量为 1，其他分量为 0 的 m 维向量。于是

B̂k+1sk =

m∑
i=1

r
(k+1)
i B̃(k+1)

i sk =

m∑
i=1

r
(k+1)
i (Jk+1 − Jk)

⊤ei = (Jk+1 − Jk)
⊤rk+1 = ŷk

4.8.4 正交距离回归 (考试不考)

在之前的回归问题中，我们假定每个样本的因变量 yi 有误差，而自变量 ti 无误差。但在现实中，可能出现

自变量有误差的情况。考虑自变量误差的模型在统计上被称为“变量误差模型”，对应的优化问题如果是线性的则

称为完全最小二乘，非线性的则称为正交距离回归。

正交距离回归

(假设这里自变量 ti 和自变量的误差 δi 都是 1 维的) 自变量 ti 的误差记为 δi, 因变量 yi 的误差记为 εi，

有以下关系

yi = fx(ti + δi) + εi, i = 1, · · · ,m

我们的目标是找到模型参数 x ∈ Rn 和 δi，使得加权剩余量最小，即

min
x,δ

m∑
i=1

w2
i (yi − fx(ti + δi))

2
+ d2i δ

2
i = min

x,δi

2m∑
i=1

r2i (x, δ)

其中

ri(x, δ) =

wi(yi − fx(ti + δi)) i = 1, · · · ,m

di−mδi−m i = m+ 1, · · · , 2m

其中 wi 和 di 是权重，调节自变量和因变量误差的重要性。

如果权重 wi, di = 1，则上述优化问题表示的就是数据点 (ti, yi) 与曲线 fx(ti) 的距离最小。因为点到曲线

的最短路径正交于曲线在交点的斜率，故该问题称为正交距离回归。

正交距离回归是一个标准的最小二乘问题，一共有 2m 个剩余项，m+ n 个未知数 (n 个模型参数 x 和 m
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个误差 δ)。我们先考虑其 Jacobian 矩阵 J(x, δ) ∈ R2m×(n+m)。可将其分成 4 个块

J(x, δ) =
[

J1
m×n J2

m×m

J3
m×n J4

m×m

]

在 J2 块中，每个元素为

∂ri
∂δj

=


−wi

∂fx(ti + δi)

∂δj
i = j

0 i 6= j

, i, j = 1, · · · ,m

所以 J2 块是一个对角阵，记为 V = J2。在 J3 块中，每个元素为

∂ri
∂xj

= 0 , i = m+ 1, · · · , 2m, j = 1, · · · , n

所以 J3 块是一个零矩阵，记为 Om×n = J3。在 J4 块中，每个元素为

∂ri
∂δj

=

0 i 6= j

di−m i = j
, i = m+ 1, · · · , 2m, j = 1, · · · ,m

所以 J4 块是一个对角阵，记为 D = J4。因此，Jacobian 矩阵 J(x, δ) 的形式为

J(x, δ) =
[

Ĵ V
O D

]

其中 Ĵ = J1 的每个元素为
∂[wi(yi − fx(ti + δi))]

∂xj
。我们想用 LM 方法解决正交距离回归问题，因此需要计算

J⊤J + vI =

[
Ĵ⊤Ĵ + vI Ĵ⊤V

VĴ V2 + D2 + vI

]

将迭代方向和剩余量分解为两个列向量

d =

[
dx

dδ

]
, r =

[
rx
rδ

]
,dx ∈ Rn,dδ ∈ Rm, rx ∈ Rm, rδ ∈ Rm

于是 LM 法的迭代方程为 [
Ĵ⊤Ĵ + vI Ĵ⊤V

VĴ V2 + D2 + vI

][
dx

dδ

]
= −

[
Ĵ⊤rx

Vrx + Drδ

]

由于 V2 + D2 + vI 是对角阵，很容易将 dδ 消去，从而只用求解 n 维向量 dx。
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5 约束优化

5.1 约束优化理论

5.1.1 一阶条件

约束优化问题

对于一般优化问题

min
x∈Rn

f(x) s.t. ci(x) = 0, i ∈ ϵ, ci(x) ≥ 0, i ∈ τ

其中 f 和 ci 都是 Rn 上的光滑实值函数，ϵ 和 τ 分别是等式约束和不等式约束的索引集。记可行域为

Ω = {x ∈ Rn|ci(x) = 0, i ∈ ϵ, ci(x) ≥ 0, i ∈ τ}

优化问题可改写为 minx∈Ω f(x)。

起作用约束

对于点 x ∈ Ω，若 ci(x) = 0，则称该约束为起作用约束 (积极约束)。若 ci(x) > 0，则称该约束为非起作

用约束 (非积极约束)。在 x 处所有其作用约束的集合称为起作用集，记为 A(x)。

• 等式约束显然都是其作用约束

• 起作用约束限制了 x 的迭代方向，而不起作用约束未限制 x 在小范围内的迭代方向 (直观上，往点 x 的

各个方向走很小的一步仍然满足约束)

在引入一般的约束优化问题之前，我们先以三个例子来引入约束优化的一阶必要条件，并观察 Lagrange 乘子的

符号：

1. 等式约束优化问题：问题的最优解 x∗ = (−1,−1)⊤，g(x∗) = −1

2
a1(x∗)2，此处 Lagrangian 乘子 λ1 的

符号无所谓.
min
x1,x2

x1 + x2, s.t. x2
1 + x2

2 − 2 = 0

可行条件：c1(x + d) ≥ 0⇒ a1(x)⊤d = 0，下降条件：f(x + d) < f(x)⇒ g(x)⊤d < 0

如果 x∗ 为最优点，要让上述两条件不能同时成立，那么

• g(x∗) 和 a1(x∗) 同向，即 g(x∗) = λ1a1(x∗)

2. 一个不等式约束：问题的最优解 x∗ = (−1,−1)⊤，g(x∗) =
1

2
a1(x∗)2，但此处 Lagrange 乘子 λ1 的符号

必须大于等于 0.
min
x1,x2

x1 + x2, s.t. 2− x2
1 − x2

2 ≥ 0

可行条件：c1(x + d) ≥ 0⇒ c1(x) + a1(x)⊤d ≥ 0，下降条件：f(x + d) < f(x)⇒ g(x)⊤d < 0

如果 x∗ 为最优点，要让上述两条件不能同时成立，那么

• 如果 c1(x∗) > 0，可行条件不起作用，从而必须 g(x∗) = 0
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• 如果 c1(x∗) = 0，要么 g(x∗) = 0，要么 g(x∗) 和 a1(x∗) 同向，即 g(x∗) = λ1a1(x∗), λ1 > 0

图 14: 只有 g(x∗) 和 a1(x∗) 同向时，半平面 g(x)⊤d < 0 和半平面 a1(x)⊤d ≥ 0 不会有重叠的部分

用 Lagrangian 函数可以将上述情况总结在一起：记 L(x, λ1) = f(x)− λ1c1(x)，如果 x∗ 为最优解，那么

必然满足

• ∇L(x∗, λ∗
1) = g(x∗)− λ∗

1a1(x∗) = 0, λ∗
1 ≥ 0

• 互补条件：λ∗
1c1(x∗) = 0，Lagrangian 乘子和约束至少有一个为 0。

3. 两个不等式约束：问题的最优解 x∗ = (−
√
2, 0)⊤，g(x∗) = (1, 1), a1(x∗) = (0, 2

√
2), a2(x∗) = (1, 0), g(x∗) =

1

2
√
2
a1(x∗) + a2(x∗)，此处 Lagrange 乘子 λ1, λ2 的符号必须大于等于 0.

min
x1,x2

x1 + x2, s.t. 2− x2
1 − x2

2 ≥ 0, x2 ≥ 0

可行条件：ci(x + d) ≥ 0⇒ ci(x) + ai(x)⊤d ≥ 0，下降条件：f(x + d) < f(x)⇒ g(x)⊤d < 0

如果 x∗ 是最优点：

(a) 如果 c1(x∗) > 0, c2(x∗) > 0，两个可行条件都不起作用，从而必须 g(x∗) = 0

(b) 如果 c1(x∗), c2(x∗) 中有一个为 0，转到“一个不等式约束”的情况

(c) 如果 c1(x∗) = c2(x∗) = 0，那么 ai(x∗)⊤d ≥ 0 和 g(x∗)⊤d < 0 不能同时成立，只有当 g(x∗) 在

a1(x∗), a2(x∗) 之间才行，换言之

g(x∗) = λ1a1(x∗) + λ2a2(x∗), λ1, λ2 ≥ 0

用 Lagrangian 函数可以将上述情况总结在一起：记 L(x,λ) = f(x)− λ1c1(x)− λ2c2(x)，如果 x∗ 为最优

解，那么必然满足

• ∇L(x∗,λ∗) = g(x∗)− λ∗
1a1(x∗)− λ∗

2a2(x∗) = 0, λ∗
1, λ

∗
2 ≥ 0

• 互补条件：λ∗
1c1(x∗) = 0, λ∗

2c2(x∗) = 0

从上述三个例子可以抽象出一般约束问题的求解方法：对于一般约束优化问题，列出 Lagrangian 函数

L(x,λ) = f(x)−
∑
i∈ϵ

λici(x)−
∑
i∈τ

µici(x)

从上式可以看出，如果 x∗ 为最优解，那么必然满足 ∇L(x∗,λ∗) = g(x∗)−
∑

i∈ϵ∪τ

λ∗
i ai(x∗) = 0。换言之，在最优

解 x∗ 上，梯度 g(x∗) 是约束梯度 ai(x∗) 的线性组合。
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然而在某些非常特殊的约束条件下，未必梯度 g(x∗) 是约束梯度 ai(x∗) 的线性组合。例如

min
x1,x2

x1 + x2, s.t. x3
1 ≥ x2, x2 ≥ 0

图 15: 函数等高线与约束条件

容易注意到约束下的最优解为 (0, 0)⊤，但最优解处 g(x∗) = (1, 1)⊤，a1(x∗) = (0,−1)⊤，a2(x∗) = (0, 1)⊤，

显然 g(x∗) 不是约束梯度 ai(x∗) 的线性组合。出现这种情况的原因是 ai(x∗) 是互相线性相关的。为了

避免这种情况，我们会引入约束规范。

线性独立约束规范 (LICQ)

给定最优解 x∗ 和其对应的起作用集 A(x∗)，若 ai(x∗) = ∇ci(x∗), i ∈ A(x∗) 线性无关，则称约束优化

问题满足线性独立约束规范 (LICQ)。

LICQ 成立可以确保

• g(x∗) =
∑
i

λiai(x∗) 一定成立

• 所有的 λi 唯一

LICQ 是一个比较强的约束规范，有时候会过于严格。还有一些更弱的规范条件 (如 KT 约束规范、正则约束规

范等)，此处略去不表。

KKT 条件 (一阶必要条件)

x∗,λ∗ 一定满足 KKT 条件：

• 可行性条件：ci(x∗) = 0, i ∈ ϵ, ci(x∗) ≥ 0, i ∈ τ

• 梯度条件：∇L(x∗,λ) = g(x∗)−
∑

i∈ϵ∪τ

λ∗
i ai(x∗) = 0

• 互补条件：λ∗
i ci(x∗) = 0, i ∈ ϵ ∪ τ

• 非负性条件：λ∗
i ≥ 0, i ∈ τ

⇐ x∗ 是约束优化问题的最优解，且约束优化问题满足 LICQ

[注]: 满足 KKT 条件的点对 (x∗,λ∗) 称为 KKT 对。

• 互补条件说明 λ∗
i , ci(x∗) 不可能同时为正。

• 如果某个约束条件 i 不起作用，那么 λ∗
i = 0。
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• 如果某个约束条件 i 起作用，那么 λ∗
i 可能等于 0，可能大于 0。

– λ∗
i = 0 时，如果撤掉此约束条件 i，最优解不变，⇒ 弱起作用约束。

– λ∗
i > 0 时，如果撤掉此约束条件 i，最优解会发生变化，⇒ 强起作用约束。

• 如果对每一个起作用的不等式约束 i，λ∗
i > 0，则称之为严格互补条件。

实际上，Lagrangian 乘子 λ∗
i 度量了最优目标函数值 f(x∗) 对于约束 ci 的敏感程度。根据 KKT 条件，对于不

起作用的约束 ci(x∗) ≥ 0，λ∗
i = 0，说明对 ci(x∗) 的扰动不会影响最优解 x∗。而对于起作用的约束 ci(x∗) = 0，

不妨设对其右端进行微小的扰动 ci(x) ≥ −ε‖ai(x∗)‖，以及经扰动后的最优解 x∗(ε)。这里假设 ε > 0 充分小，

以至于起作用的约束集不会发生变化。那么

f(x∗(ε))− f(x∗) ≈ (x∗(ε)− x∗)⊤g(x∗) =
∑

i∈A(x∗)

λ∗
i (x∗(ε)− x∗)⊤ai(x∗)

其中

−ε‖ai(x∗)‖ ≈ ci(x∗(ε))− ci(x∗) ≈ (x∗(ε)− x∗)⊤ai(x∗)

0 = cj(x∗(ε))− cj(x∗) ≈ (x∗(ε)− x∗)⊤aj(x∗), j ∈ A(x∗), j 6= i

于是

f(x∗(ε))− f(x∗) ≈ −ελ∗
i ‖ai(x∗)‖ ⇒ df(x∗(ε))

dε = −λ∗
i ‖ai(x∗)‖

容易看出，如果 λi‖ai(x∗)‖ 大，则最优值对约束 ci(x) ≥ 0 敏感。

线性可行方向集

设 x 为问题的可行点，τ(x) = {i : ci(x) = 0, i ∈ τ}为 x 处起作用的不等式约束集合，F(x) = {d : ‖d‖ =
1, ai(x)⊤d = 0, i ∈ ϵ, ai(x)⊤d ≥ 0, i ∈ τ(x)} 为 x 处的线性可行方向集。

假设 x 为可行点，x + d 仍为可行点，那么

ci(x + d) = ci(x) + ai(x)⊤d

如果 ci(x) 为等式约束 (一定起作用)，可以推出 ai(x)⊤d = 0，如果 ci(x) 为不等式约束 (但在 x 处起作用)，可

以推出 ai(x)⊤d ≥ 0。由此构造出 F(x). 值得注意的是，这里只用了约束的一阶梯度信息构造可行方向，故称
为「线性」可行方向。如果约束条件很复杂，仅用一阶梯度信息可能构造出错误的可行方向。但在这门课中，处

于简便起见，我们默认线性可行方向等于可行方向 (本质就是 KT 约束规范)。

一阶充分条件

x∗ 在可行域中，g(x∗)⊤d > 0, ∀d ∈ F(x∗) ⇒ x∗ 是问题的严格局部最优解。
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5.1.2 二阶条件

但对于 g(x∗)⊤d = 0 的可行方向，只通过一阶梯度无法判断 x∗ 是否为最优解 (例如鞍点)，需要二阶梯度

信息。定义

F1(x∗) = {d : g(x∗)⊤d = 0,d ∈ F(x∗)}

显然 F1(x∗) ⊂ F(x∗)。注意到在 KKT 点 x∗，因为起作用约束的 Lagrangian 乘子 λ∗
i 都是非负的，所以

g(x∗)⊤d =
∑

ci∈A(x∗)

λ∗
i ai(x∗)⊤d ≥ 0, d ∈ F(x∗)

即 KKT 点上的所有可行方向要么是上升方向，要么是满足 g(x∗)⊤d = 0 的「不变方向」。所以 F1 可以写为

F1(x∗) = {d : d 6= 0, ai(x∗)⊤d ≥ 0, λ∗
i = 0, i ∈ τ(x∗) (弱起作用约束)

, ai(x∗)⊤d = 0, λ∗
i > 0, i ∈ τ(x∗) (强起作用约束)

, ai(x∗)⊤d = 0, i ∈ ϵ} (等式约束)

这样就可以使得 g(x∗)⊤d =
∑

ci∈A(x∗)

λ∗
i ai(x∗)⊤d = 0。

二阶必要条件

∀d ∈ F1(x∗), d⊤∇2L(x∗,λ∗)d ≥ 0 ⇐ x∗ 是问题的局部最优解，x∗ 处 LICQ 条件成立，从而存在 λ∗，

使得 x∗,λ∗ 满足 KKT 条件.

二阶充分条件

x∗,λ∗ 满足 KKT 条件，且 ∀d ∈ F1(x∗), d⊤∇2L(x∗,λ∗)d > 0 ⇒ x∗ 是问题的严格局部最优解.

[注]: ∇2L(x∗,λ∗) = ∇2f(x∗)−
∑

i∈ϵ∪τ

λ∗
i∇2ci(x∗)

[注]: 如果我们能直接判断 ∇2L(x∗,λ∗) 是正定的，那么都不需要计算出 F1(x∗) 就知道 x∗ 是严格局部最优解。

但如果不能判断，那么还需要计算 F1(x∗)，只要 d⊤∇2L(x∗,λ∗)d, ∀d ∈ F1(x∗) 都大于 0，即使 ∇2L(x∗,λ∗)

本身不是正定的，在约束条件下 x∗ 也是严格局部最优解。

5.2 罚函数方法

5.2.1 外点罚函数方法

一般约束优化问题的罚函数方法

对于一般约束优化问题

min
x∈Rn

f(x) s.t. ci(x) = 0, i ∈ ϵ, ci(x) ≥ 0, i ∈ τ

定义如下罚函数

P (x, σ) = f(x) + σ

2

(∑
i∈ϵ

ci(x)2 +
∑
i∈τ

min{0, ci(x)}2
)

然后做无约束优化。
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• 非可行点的惩罚项非 0，故称为外点罚函数。

• P (x, σ) 的最优点往往不是约束优化的最优点。对非可行点，让 σ → ∞，增大惩罚项的比重，则最小化

P (x, σ) 会迫使最优解靠近可行域。

• 当 x 已经在可行域内时 (即 ci(x) ≥ 0)，惩罚项 min{0, ci(x)}2 就是 0；只有当 x 不在可行域内时，惩罚

项才会起作用，迫使 x 逼近可行域。

直观上，最小化 P (x, σ) 的过程中，一方面在最小化 f(x)，另一方面也让约束 ci(x) 越来越趋近于 0。算法步骤

如下所示：

外点罚函数方法的全局收敛性

假设 f(x) 在可行域上有下界，且 xk 是 P (x, σk) 的全局极小点，若序列 {σk} 满足 σk+1 ≥ σk，则当

σk →∞ 时，{xk} 的任何聚点 x∗ 为约束优化问题的全局最优解。

证明.

但这一收敛定理在每一步都需要求解 P (x, σk) 的全局最小点，这是很难做到的，但下面的定理没有这样的要求

外点罚函数方法的收敛性

若在算法步骤 2 中 ‖∇xP (xk, σk)‖ ≤ εk，且 lim
k→∞

εk = 0，σk →∞，对 {xk}的任意极限点 x∗，∇ci(x), i ∈ ϵ

线性无关，则 x∗ 是约束优化问题的 KKT 点，且

lim
k→∞

(−σkci(xk)) = λ∗
i

其中 λ∗ 是 x∗ 的 Lagrangian 乘子。
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证明. 注意到

∇xP (xk, σk) = gk +
∑
i∈ϵ

ci(xk)σk∇ci(xk)

当 k →∞ 时，由于 ‖∇xP (xk, σk)‖ → 0，等式右边也应趋于 0，因此 {xk} 的极限点 x∗ 满足

g(x∗) =
∑
i∈ϵ

−σ∞ci(x∗)∇ci(x∗)

变形得
∑
i∈ϵ

ci(x∗)∇ci(x∗) = − 1

σ∞
g(x∗)→ 0。又因为 {∇ci(x), i ∈ ϵ} 线性无关，所以 ci(x∗) = 0, i ∈ ϵ。所以 x∗

为约束优化问题的 KKT 点。

根据 g(x∗) =
∑

i∈ϵ−σ∞ci(x∗)∇ci(x∗)，又 x∗ 为 KKT 点，对比系数知 Lagrangian 乘子满足

λ∗
i = −σ∞ci(x∗) = lim

k→∞
(−σkci(xk))

外点罚函数方法的数值困难问题

当 σk 越来越大时，∇2
xxP (x, σk) 的病态性越来越严重，极小化 P (x, σk) 的数值困难性也越来越大。

证明. 以等式约束优化问题为例，令

G(x) =
[
∇c1(x),∇c2(x), · · · ,∇cm(x)

]
可以计算出

∇2
xxP (x, σk) = ∇2

xxf(x) +
∑
i∈ϵ

σkci(x)∇2ci(x) + σkG(x)G(x)⊤

根据上面外点罚函数方法的收敛性定理，可以注意到当 σk → ∞ 时，∇2
xxP (x, σk) 展开的前两项近似于 La-

grangian 函数的 Hessian 矩阵，即

∇2
xxP (x, σk) ≈ ∇2

xxL(x,λ∗) + σkG(x)G(x)⊤

后面一项 σkG(x)G(x)⊤ 是一个秩为 m 的矩阵，其中 m 个特征值随 σk →∞ 而趋于无穷。故 ∇2
xxP (x, σk) 的

条件数会趋于无穷，这就是病态性的来源。

(更直观一些的说，如果退化到二维情况，等高线会随着 σk →∞ 而变得越来越扁，这就是病态性的体现。)

5.2.2 障碍函数法/内点罚函数方法

障碍函数法也是把约束优化问题转化为无约束优化问题。与外点罚函数方法不同

1. 外点罚函数方法是由可行域外逼近约束优化问题的最优解的，障碍函数方法是由可行域内部逼近约束优化

问题的最优解。

2. 外点罚函数方法可以解决等式和不等式约束优化问题，而障碍函数方法则适宜解决不等式约束优化问题。
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不等式约束问题的障碍函数法

考虑不等式约束优化问题

min
x∈Rn

f(x) s.t. ci(x) ≥ 0, i ∈ τ

可以写出倒数障碍函数

BI(x, µ) = f(x) + µ
∑
i∈τ

1

ci(x)

或对数障碍函数

BL(x, µ) = f(x)− µ
∑
i∈τ

ln ci(x)

其中 µ > 0 为障碍因子。

• 当不等式约束 ci(x) 趋近于 0(也就是逼近可行域边界时)，障碍项 µ
∑
i∈τ

1

ci(x)
或 −µ

∑
i∈τ

ln ci(x) 会趋于无

穷，就好像“一堵墙”一样阻止 x 跳到可行域外。

• 障碍函数的极小点一定为严格可行点 (即 ci(x) > 0)，在最小化 BI(x, µ) 或 BL(x, µ) 的过程中，为了最小

化惩罚项，ci(x) 会变为很大的正值。

• 因为约束优化问题的最优解可能在边界上，为了使障碍函数极小点逼近可行域边界，需要令 µ→ 0，尽可

能降低障碍项的值。

如果约束条件中含有等式约束，也可以使用一种结合了障碍函数和外点罚函数的方法

一般约束优化问题的障碍函数方法

对于一般约束优化问题

min
x∈Rn

f(x) s.t. ci(x) = 0, i ∈ ϵ, ci(x) ≥ 0, i ∈ τ

定义如下障碍函数

B(x, µ) = f(x)− µ
∑
i∈τ

ln ci(x) +
1

2µ

∑
i∈ϵ

ci(x)2

然后做无约束优化。

容易发现，µ
∑
i∈τ

ln ci(x) 就是障碍函数的惩罚项，
1

2µ

∑
i∈ϵ

ci(x)2 是外点罚函数的惩罚项，只不过用 σ =
1

2µ
→

∞, µ→ 0 代替了 σ →∞。算法步骤如下所示：
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障碍函数法的数值困难问题

当 µ→ 0 时，∇2
xxB(x, µ) 的病态性越来越严重，极小化 B(x, µ) 的数值困难性也越来越大。

证明. 以对数障碍函数为例，

∇2
xxBL(x, µk) = ∇2

xxf(x)−
∑
i∈τ

µk

ci(x)
∇2ci(x) +

∑
i∈τ

µk

c2i (x)
∇ci(x)∇ci(x)⊤

令 µ
(k)
i =

µk

ci(xk)
，可以注意到当 µk → 0 时，λ

(k)
i → λ∗

i，∇2
xxBL(x, µk) 展开的前两项近似于 Lagrangian 函数

的 Hessian 矩阵，即

∇2
xxBL(x, µk) ≈ ∇2

xxL(x,λ∗) +
∑
i∈τ

(λ∗
i )

2

µk
∇ci(x)∇ci(x)⊤

当 µk → 0 时，∇2
xxBL(x, µk) 的条件数会趋于无穷，这就是病态性的来源。

5.2.3 增广 Lagrangian 函数法

外点罚函数和障碍函数法的主要问题在于，两种方法分别都需要令 σ →∞ 和 µ→ 0 才能让最优解逼近约

束优化问题的最优解。但 σ → ∞ 或 µ → 0 会导致无约束优化问题 Hessian 矩阵的病态性。我们希望构造某

个函数，不需要无穷大的 σk 或 µk，就能使得无约束优化最优解逼近约束优化问题的最优解。假设这个函数是

ϕ(x, σ)，我们希望满足 x∗ = arg min
x

ϕ(x, σ) 就是约束优化问题的最优解。根据一阶/二阶条件，其必须满足

∇xϕ(x∗, σ) = 0 (一阶必要条件)

∀d, d⊤∇xxϕ(x∗, σ)d ≥ 0 (二阶充分条件)

如果取 ϕ(x, σ) 为

1. 外点罚函数：对于等式约束优化问题：∇xP (x∗, σ) = g(x∗) + σ
∑

i∈ϵ∪τ

ci(x)ai(x) = g(x∗) 6= 0，不满足一阶

必要条件。

2. Lagrangian 函数：一阶必要条件显然满足，二阶必要条件只在可行方向上满足！

由此有一个修改 Lagrangian 函数的思路：对于等式约束优化问题，不改变 Lagrangian 函数在 x∗ 可行方向的

值，但提高其沿着不可行方向的值，直到 Lagrangian 函数沿着任意方向的二阶方向导数都是正的。相当于当变

量离开等式约束时就增加一个惩罚项，加大 Lagrangian 函数的函数值。

等式约束优化问题的增广 Lagrangian 函数

对于等式约束优化问题

min
x∈Rn

f(x) s.t. ci(x) = 0, i ∈ ϵ

定义增广 Lagrangian 函数

L(x,λ, σ) = f(x)−
∑
i∈ϵ

λici(x) +
σ

2

∑
i∈ϵ

ci(x)2

其中取合适的 σ > 0 使得 ∇xxL(x,λ, σ) 正定。
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[注]：这里 σ > 0 就不用取到 σ →∞ 了。

在增广 Lagrangian 方法中，λ∗ 也是通过迭代得到的。假设 σk, λk 给定，xk = arg min
x
L(x,λk, σk)，那么

0 = ∇xL(xk,λk, σk) = g(xk)−
∑
i∈ϵ

λ
(k)
i ai(xk) + σk

∑
i∈ϵ

ci(xk)ai(xk)

⇒ g(xk) =
∑
i∈ϵ

(λ
(k)
i − σkci(xk))ai(xk)

当迭代步数足够大时，g(xk) ≈ g(x∗), ai(xk) ≈ ai(x∗)，又根据 KKT 条件知道

g(x∗) =
∑
i∈ϵ

λ∗
i ai(x∗)

所以 λ∗
i ≈ λ

(k)
i − σkci(xk)。于是 Lagrangian 乘子的迭代公式为

λ
(k+1)
i = λ

(k)
i − σkci(xk)

如果约束中存在不等式约束，可以将其中的不等式约束转化为等式约束，再用求解等式约束的增广 Lagrangian
函数方法求解。

一般约束优化问题的增广 Lagrangian 法

对于一般约束优化问题

min
x∈Rn

f(x) s.t. ci(x) = 0, i ∈ ϵ, ci(x) ≥ 0, i ∈ τ

定义如下增广 Lagrangian 函数

min
x
L(x,λ,µ, σ) = f(x)−

∑
i∈ϵ

λici(x) +
σ

2

∑
i∈ϵ

ci(x)2 +
∑
i∈τ

ϕi

其中

ϕi =


− 1

2σ
λ2
i ci(x) ≥

λi

σ

− 1

2σ
λ2
i +

1

2σ
(σci(x)− λi)

2 ci(x) <
λi

σ

=
1

2σ

(
max{0, λi − σci(x)}2 − λ2

i

)
乘子的迭代服从乘子的迭代为

• 等式约束的乘子：λ
(k+1)
i = λ

(k)
i − σkci(xk)

• 不等式约束的乘子：λ
(k+1)
i = λ

(k)
i − σk[ci(xk)− s

(k)
i ] = max{λ(k)

i − σkci(xk), 0}

[注]: 增广 Lagrangian 法的求解步骤如下: (1) 先列出增广 Lagrangian 函数，求解
∂L
∂x，将 x∗ 用 σ,λ(k) 表示

出来 (如果有不等式约束，求梯度时还要分类讨论; 一般而言 σ 可以先取定值不用迭代); (2) 迭代乘子，找到

λ(k+1) 和 λ(k) 的递推关系，算出不动点 λ∗; (3) 将 λ∗ 带回 x∗，算出最终值。

证明. 先引入松弛变量 si 将原始优化问题转化为如下松弛问题

min
x,s

f(x) s.t.


ci(x) = 0, i ∈ ϵ,

ci(x)− si = 0, i ∈ τ,

si ≥ 0, i ∈ τ
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定义增广 Lagrangian 函数

L̂(x, s,λ, σ) = f(x)−
∑
i∈ϵ

λ′
ici(x) +

σ

2

∑
i∈ϵ

ci(x)2 +
∑
i∈τ

ϕ̂i

其中 ϕ̂i = −λi(ci(x)− si) +
σ

2
(ci(x)− si)

2，然后做以下子问题

min
x,s
L̂(x,λ,µ, σ) s.t. si ≥ 0, i ∈ τ

再对其化简。对 s 取极小：
∂L̂
∂si

= 0⇒ s∗i = ci(x)−
λi

σ
。将 si = max{ci(x)−

λi

σ
, 0} 带入 ϕ̂i 得到

ϕi =

−
λ2
i

2σ
ci(x) ≥

λi

σ

−λici(x) +
σ

2
ci(x)2 ci(x) <

λi

σ

从而最终的增广 Lagrangian 无约束优化问题为

min
x
L(x,λ,µ, σ) = f(x)−

∑
i∈ϵ

λici(x) +
σ

2

∑
i∈ϵ

ci(x)2 +
∑
i∈τ

ϕi

算法步骤如下所示：

5.2.4 增广 Lagrangian 函数法和罚函数法的区别

出于简便，我们只考虑等式优化的情况。回顾外点罚函数方法的收敛性定理，我们知道当 σk →∞ 时

−σkci(xk)→ λ∗
i ⇒ ci(xk)→ −

λ∗
i

σk
, i ∈ ϵ

而根据增广 Lagrangian 函数法中乘子的迭代公式，我们知道

λ
(k)
i − σkci(xk)→ λ∗

i ⇒ ci(xk)→ −
(λ∗

i − λ
(k)
i )

σk
, i ∈ ϵ

在外点罚函数法中，为了使约束条件 ci(x) 逼近 0，只能令 σk →∞，而在增广 Lagrangian 函数法中，σk 不需

要取到 ∞，只要其充分大，使得 λ∗
i 和 λ

(k)
i 充分接近，就能使得 ci(xk) 逼近 0。这就是增广 Lagrangian 函数

法的优势所在。举个例子：对于优化问题

min f(x) = 2x2
1 − x2

2 + x1 − x2, s.t. x1 − x2 = 0
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在 λ∗ = 1 处的 Lagrangian 函数为

L(x, λ = 1, σ) = (2 +
σ

2
)x2

1 − σx1x2 + (
σ

2
− 1)x2

2

可以计算发现，只要 σ > 4，∇xxΦ(x, λ = 1, σ) 就是正定的。

6 总结表格

优化方法 线搜索准则 收敛性 收敛速度 迭代方向 步长 注

最速下降法 任何 全局收敛 线性收敛 −gk αk =
g⊤
k gk

g⊤
k Ggk

(正定二次函数)
收敛速度与条

件数大小相关

坐标下降法 精确线搜索 不一定收敛 线性收敛 坐标轴 αi = min
α

f(x
(i)
k − α

∂f(xk)

∂x(i)
)

收敛速度通常

慢于最速下降

BB 法 / / / −gk

αBB1
k =

g⊤
k−1Ggk−1

g⊤
k−1G2gk−1

αBB2
k =

g⊤
k−1gk−1

g⊤
k−1Ggk−1

比最速下降

最小梯度快

基本

Newton 法
无 局部收敛 二次收敛 −G−1

k gk /

阻尼

Newton 法

精确线搜索/
Goldstein/

Wolfe
全局收敛 二次收敛 −G−1

k gk /

全局收敛性要求

u⊤G(x)u ≥ β‖u‖2, ∀u ∈ Rn

二次收敛速度要求

x∗ 处 G(x)Lipschitz 连续

混合法 / / /
Gk 正定非奇异: −G−1

k gk

Gk 奇异或几乎正交: −gk

Gk 负定非奇异: G−1
k gk

/
如果多次使用负梯度方向

收敛速度会趋于

负梯度方法的收敛速度

SR1 / 二次终止 /
−B−1

k gk

−Hkgk

/ Broyden 族

BFGS/DFP
精确线搜索/

Wolfe
全局收敛

二次终止
超线性收敛

−B−1
k gk

−Hkgk

/
全局收敛性要求

m‖z‖2 ≤ z⊤G(x)z ≤M‖z‖2

Broyden 族

共轭梯度法 精确线搜索 二次终止 /
d⊤
i Gdj = 0, i 6= j

g⊤
k di = 0, i = 0, · · · , k − 1

/

线性

共轭梯度法
精确线搜索 二次终止 / −gk +

g⊤
k gk

g⊤
k−1gk−1

dk−1 αk =
g⊤
k gk

d⊤
k Gdk

FR 方法
精确线搜索/

强 Wolfe
全局收敛 / −gk +

g⊤
k gk

g⊤
k−1gk−1

dk−1 /

PRP 方法 / 全局收敛 / −gk +
g⊤
k (gk − gk−1)

g⊤
k−1gk−1

dk−1 /

Gauss-Newton 法 / 局部收敛 线性收敛 −(J⊤
k Jk)

−1J⊤
k rk /

要求

‖[(J∗)⊤(J∗)]−1‖‖S∗‖ < 1

‖S∗‖ ↑ 收敛速度减慢

/ 局部收敛 二次收敛 −(J⊤
k Jk)

−1J⊤
k rk / 线性收敛要求 ‖S∗‖ = 0

阻尼

Gauss-Newton 法
Wolfe 全局收敛 线性收敛 −(J⊤

k Jk)
−1J⊤

k rk /

外点罚函数法 / 全局收敛 / / /
λ∗
i = lim

k→∞
−σkci(xk)

σ →∞ 时病态性严重

障碍函数法 / 全局收敛 / / / / µ→ 0 时病态性严重
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约束优化重要公式

线性可行方向集与线性可行不变方向集

F∗ = {d : ai(x)⊤d = 0, i ∈ ϵ,

ai(x)⊤d ≥ 0, i ∈ τ(x∗)}

F∗
1 = {d : (g∗)⊤d = 0, i ∈ F∗}

所有的罚函数构造和增广 Lagrangian 函数构造

P (x, σ) = f(x) + σ

2

(∑
i∈ϵ

ci(x)2 +
∑
i∈τ

min{0, ci(x)}2
)

BI(x, µ) = f(x) + µ
∑
i∈τ

1

ci(x)
, BL(x, µ) = f(x)− µ

∑
i∈τ

ln ci(x)

B(x, µ) = f(x)− µ
∑
i∈τ

ln ci(x) +
1

2µ

∑
i∈ϵ

ci(x)2

L(x,λ, σ) = f(x)−
∑
i∈ϵ

λici(x) +
σ

2

∑
i∈ϵ

ci(x)2

L(x,λ,µ, σ) = f(x)−
∑
i∈ϵ

λici(x) +
σ

2

∑
i∈ϵ

ci(x)2 +
∑
i∈τ

1

2σ

(
max{0, λi − σci(x)}2 − λ2

i

)
乘子迭代

λ
(k+1)
i = λ

(k)
i − σkci(xk), i ∈ ϵ

λ
(k+1)
i = max{λ(k)

i − σkci(xk), 0}, i ∈ τ
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