
一、(10 分) 某水库的蓄水水平以每天 1000 单位的常数速率耗损。水库水源由随

机发生的降雨补给：降雨的次数按每天 0.5 的速率的泊松过程发生，由一次降雨

加进水库的水量以概率 0.6 为 4000 单位，而以概率 0.4 为 6000 单位。现在的蓄水

水平刚刚稍低于 4000 单位。请计算 8 天内水库始终都有水的概率。 

解：令 ( )N t 为强度为 0.5 的泊松过程， iY 为第 i次降雨的数量。根据题意，水库

存在缺水可能的情况为: 

(1)前 4 天没有降雨； 

(2)或者前 4 天只有一次降雨且降雨量只有 4000，并且后 4 天没有降雨。 

则 8 天内水库存在缺水情况的概率为 

 

 



P(8 天内水库存在缺水情况) 

=
 1( (4) 0) ( (4) 1, 4000, (8) (4) 0)P N P N Y N N       

 0.5 4 0.5 4 0.5 4(0.5 4) 0.6e e e           

2 41.2e e     

所以 8 天内水库始终都有水的概率为 2 41 1.2e e     

 

 

 

 

 

 

 

 



二、(10 分) 设{𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ 0}是参数为𝜆的泊松过程，𝑇𝑖 表示第 𝑖 次 (𝑖 = 1,2, ⋯ )事

件发生的时刻，计算 

(1) 𝑇1和𝑇2的联合概率密度函数； 

(2) 条件概率 𝑃(𝑇1 < 1, 𝑇2 < 3 | 𝑁(4) = 2)。 

解：(1) 𝑇1 = 𝑋1, 𝑇2 = 𝑋1 + 𝑋2  

𝑋1和𝑋2 的联合密度函数为 

𝑓𝑋1,𝑋2
(𝑥1, 𝑥2) = 𝜆2 exp(−𝜆𝑥1 − 𝜆𝑥2) , 𝑥1 > 0, 𝑥2 > 0 

因此𝑇1和𝑇2的联合密度函数为 

𝑓𝑇1,𝑇2
(𝑡1, 𝑡2) = 𝜆2 exp(−𝜆𝑡2) , 𝑡2 > 𝑡1 > 0                          

 

 

 

 



(2) 解法一： 
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其中 和 是[0,4]上独立均匀分布 和 的顺序统计量

 

 

 



 

解法二： 
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三、(15 分) 假设{𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ 0}是一个更新过程，其更新的时间间隔为𝑋𝑖，𝑋𝑖的分布

函数为𝐹，期望为𝜇，𝑇𝑖表示第 𝑖 次（𝑖 = 1,2, ⋯）更新发生的时刻，以𝑟(𝑡) = 𝑇𝑁(𝑡)+1 −

𝑡表示时刻𝑡的剩余寿命，计算𝑃(𝑟(𝑡) > 𝑦)以及 lim
𝑡→∞

𝑃(𝑟(𝑡) > 𝑦) , 𝑦 > 0。 

教材例 4.3.5. 

 

四、(5 分) 在离散时间马尔科夫链中，如果状态𝑖和𝑗互通，证明状态𝑖和𝑗的周期相

等。 

教材定理 5.2.2. 

 

 

 

 

 



五、(15 分) 设有 6 个球 (其中 2 个红球， 4 个白球）分放于甲、乙两个盒子中，

每盒放 3 个，每次从两个盒中各任取一球并进行交换，以 𝑋0 表示开始时甲盒中

红球的个数, 𝑋𝑛 (𝑛 ≥ 1) 表示经过 𝑛 次交换后甲盒中的红球数。 

(1) 计算该马尔可夫链{𝑋𝑛,  𝑛 ≥ 1}的转移概率矩阵𝑃； 

(2) 证明该马尔可夫链{𝑋𝑛,  𝑛 ≥ 1}是遍历链； 

(3) 计算极限 lim
𝑛→∞

𝑃𝑛 。 

解：(1) 转移概率矩阵为： 
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(2) 不可约，非周期，有限维，因此全为正常返，为遍历链。 

(3)平稳分布 
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解得 ， ，

因此 的极限为( = )

 



六、(10 分) 一个人群中共有 𝑁 个个体, 其中一些成员受病毒感染, 其传播方式

如下：群体中的两个成员之间按速率为 𝜆 的泊松过程接触，每一次接触等可能地

涉及在总体中的 (
𝑁
2

)  对成员中的任意一对。如果一次接触涉及一个受感染的与

一个没有受感染的成员，那么没有感染者将变成受感染者，一旦受到感染, 该成员

始终保持受感染。以 𝑋(𝑡) 表示群体在时刻 𝑡 受感染成员的个数。 

(1) 请写出 Markov 链{𝑋(𝑡), t ≥ 0}的转移速率矩阵𝑄； 

(2) 假定受感染成员在感染后立即服药，每个成员的治愈时间相互独立且服

从参数为 𝜇 的指数分布，治愈时间与感染相互独立，请写出 Markov 链{𝑋(𝑡), 𝑡 ≥

0}的转移速率矩阵𝑄。 



2

, 1 2

2 2

2 2

2 2

( 1) ( 1)

( )
(1) ( ( ) 1| ( ) ) ( )

( )

0 0

( 1) ( 1)
0

2 ( 2) 2 ( 2)

( 1) ( 1)

0 0

N

i i

N

N N

N N

N N

N N

i N i
P X t h i X t i h o h

C

i N i
q

C

N N

C C

N N

C C

N N

C C





 

 

 



  


      




 
 

 
 
 
 

  
 
 
 
  

 
 
 
 

因而

因此,转移速率矩阵为
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七、(7 分) 若{𝑌𝑛, 𝑛 ≥ 0}是随机变量序列，𝑋为任意随机变量且𝐸(|𝑋|) < ∞。 

令𝑍𝑛 = 𝐸[𝑋|𝑌0, 𝑌1, ⋯ , 𝑌𝑛]，证明：{𝑍𝑛, 𝑛 ≥ 0}是关于{𝑌𝑛, 𝑛 ≥ 0}的一个鞅。 

证明：（1）对任意的 0n  ，   

  0 0| | [| ( | , , ) |] [ (| || , , )] = (| |) .n n nE Z E E X Y Y E E X Y Y E X     

（条件期望的 Jansen 不等式） 

（2）对任意的 1n  , 

1 0 0 1 0 0( | , , ) [ ( | , , ) | , , ] ( | , , )n n n n n nE Z Y Y E E X Y Y Y Y E X Y Y Z     

（条件期望的塔式法则） 

 

 

 



八、(8 分) 设{𝑈𝑛, 𝑛 ≥ 0}和{𝑉𝑛, 𝑛 ≥ 0}都是关于过程{𝑌𝑛, 𝑛 ≥ 0}的鞅，并且𝑈0 =

𝑉0 = 0，对于所有的 n，𝐸(𝑈𝑛
2) < ∞，𝐸(𝑉𝑛

2) < ∞。证明：  

𝐸(𝑈𝑛𝑉𝑛) = 𝐸 (∑(𝑈𝑘𝑉𝑘 − 𝑈𝑘−1𝑉𝑘−1)

𝑛

𝑘=1

) = ∑ 𝐸[(𝑈𝑘 − 𝑈𝑘−1)(𝑉𝑘 − 𝑉𝑘−1)]

𝑛

𝑘=1

. 

证明： 1 1 1 10, ( ) [( )( )]k k k k k k k kk E U V U V E U U V V       只需要对每个 有 。 

事实上， 1 1 1 1 1[( )( )] [ ( )]k k k k k k k k k k kE U U V V E U V U V U V V           
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九、(10 分) 设{𝐵(𝑡), 𝑡 ≥ 0}为标准布朗运动，给定𝑎 > 0，计算 

       𝑃(max
0≤𝑠≤𝑡

𝐵(𝑠) − 𝐵(𝑡) > 𝑎)。（计算结果用标准正态分布的分布函数表示）。 

解： 

   

     

0 0

0 0

0 0 0

max ( ) ( ) max{ ( ) ( )} ( )

max ( ) max ( )

m

( ) ( )

ax ( ) ( ) max ( ) max

( )

)

( )

(

d

s t s t

s t s t

s t s t s t

d

B s B t a B s B t a B t s

B t s B t

P B s B t a P B t s a P

B s B t

t

B

B a

t B s
   

   

     

      

 

    

 

 

因为 ，

且 ，

于是
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十、(10 分)假设{𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ 0}为参数为𝜆的泊松过程，{𝐵(𝑡), 𝑡 ≥ 0}为标准布朗运动，

两者相互独立。令 ( )( ) ( 1) ( ) (1)N t tX t B e tB    ，0 1t  。当 0 1t t s    时，计

算 ( )X t 的协方差函数𝐶𝑜𝑣(𝑋(𝑡), 𝑋(𝑡 + 𝑠))。 

解：因为 ( 2
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所以 
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另一方面： 

( ( ) (1)) 0tE B e tB  ， 
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