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1 预备知识

1.1 概率公式

矩母函数

矩母函数定义为：

ϕ(t) = E[etX ]

矩母函数有如下重要性质

1. 分布函数 FX(x) 与矩母函数 ϕ(t) 一一对应

2. 独立随机变量和的矩母函数是他们各自矩母函数的乘积

3. 当随机变量的矩有限时，成立
E[Xk] = ϕ(k)(0)

正态分布的矩母函数非常重要：Z = N (0, 1) 的矩母函数如下：

E[etZ ] =
1√
2π

∫ ∞

−∞
etz · e− 1

2 z
2

dz =
e

t2

2

√
2π

∫ ∞

−∞
e−

(z−t)2

2 dz = e
t2

2

从而 N (µ, σ) 的矩母函数如下

E[et(µ+σZ)] = etµE[etσZ ] = exp(tµ+
t2σ2

2
)

除了矩母函数之外，还有类似的、可以与分布函数一一对应的变换

1. 母函数: E[tX ], |t| ≤ 1

2. Laplace 变换: E[e−tX ], t ≥ 0，适用于非负随机变量

3. 特征函数: E[eitX ]，对任意随机变量都成立

Fubini 定理 (求和换序/积分换序)

1. 对于两重求和
∞∑
i=1

∞∑
j=1

aij，若
∞∑
i=1

∞∑
j=1

|aij | < ∞，则求和可换序.

2. 对于二重积分
∫ ∞

0

∫ ∞

0

f(x, y)dxdy，若
∫ ∞

0

∫ ∞

0

|f(x, y)|dxdy < ∞，则积分可换序

由 Fubini 定理衍生出 Tonelli 定理
Tonelli 定理

1. 若 aij ≥ 0，则
∞∑
i=1

∞∑
j=1

aij 可换序.

3
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2. 若 f(x, y) ≥ 0，则
∫ ∞

0

∫ ∞

0

f(x, y)dxdy < ∞ 可换序

以下定理说明，对于非负随机变量，可以将数学期望表达为尾部概率的积分/级数和.

数学期望为尾部概率的积分/级数和

若 X 为一个非负连续型随机变量，分布函数为 F (x)，则

E[X] =

∫ ∞

0

(1− F (x))dx =

∫ ∞

0

P (X > x)dx

若 X 是一个非负离散型随机变量，则

E[X] =

∞∑
k=1

P (X ≥ k)

证明. 对于连续情况

E[X] =

∫ ∞

0

tdF (t) =

∫ ∞

t=0

(

∫ t

x=0

1dx)dF (t) =

∫ ∞

x=0

(

∫ ∞

t=x

dF (t))dx

=

∫ ∞

x=0

(1− F (x))dx =

∫ ∞

x=0

P (X > x)dx

对于离散情况

E[X] =

∞∑
k=1

kP (X = k) =

∞∑
k=1

(

k∑
j=1

1)P (X = k) =

∞∑
j=1

∞∑
k=j

P (X = k)

=

∞∑
j=1

P (X ≥ j)

全期望公式与条件方差公式

全期望公式为：E[X] = E[E[X|Y ]]

1. 离散：E[X] =
∑
y
E[X|Y = y]P (Y = y)

2. 连续：E[X] =

∫
y

E[X|Y = y]fY (y)dy

条件方差公式为：Var(X) = E[Var(X|Y )] + Var(E[X|Y ])

全概率公式

记 A 为任意随机事件，Y 为任意随机变量，X 为 A 的示性 X = 1(A发生) 则有

1. 若 Y 离散，则 P (A) =
∑
y
P (A|Y = y)P (Y = y) =

∑
y
E(X|Y = y)P (Y = y)

2. 若 Y 连续，则 P (A) =

∫ ∞

−∞
P (A = Y |y)fY (y)dy =

∫ ∞

−∞
E(X = Y |y)fY (y)dy

4
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1.2 概率空间与测度论

我们把样本点 ω 看作抽象的点，它们的全体构成样本空间 Ω。

σ 域

若把事件的全体记为 F(由 Ω 的一些子集构成的集类)，它满足限制：

1. Ω ∈ F

2. 若 A ∈ F，则 Ā ∈ F

3. 若 An(n = 1, 2, ...) ∈ F，则
∞⋃

n=1
An ∈ F

则称空间 Ω 上满足上述三条要求的集类 (F) 为 σ 域或 σ 代数。

σ 域对交、并、差、补是封闭的，若 F 为 σ 域，An ∈ F , n = 1, 2, ...，则

1. ∅ ∈ F

2. 可列个事件的交：
∞⋂

n=1
An =

∞⋃
n=1

An ∈ F

3. 有限个个事件的并：
k⋃

n=1
An = A1 ∪A2 ∪ ... ∪Ak ∪∅ ∪ ... ∈ F

4. 有限个个事件的交：
k⋂

n=1
An = A1 ∩A2 ∩ ... ∩Ak ∩ Ω ∩ ... ∈ F

F 上的随机变量

设 X 为定义在 Ω上取值为实数的函数，若对任意 x ∈ R，有 {w : X(w) ∈ B} ∈ F (简写为 {X ∈ B} ∈ F ,
B 为 Borel 点集)，则称 X 是 F 上的随机变量。

• 随机变量 X 可以将基本概率空间 (Ω,F , P ) 诱导到一个定义在实数集合上的概率空间 (R,B, PX)

G 可测

设 X 为取值为实数的随机变量，子 σ 代数 G ⊂ F，若对任意 x ∈ R，有 {w : X(w) ∈ B} ∈ G，则称 X

是 G 可测的，记为 X ∈ G

最小生成 σ 代数

最小 σ 域

若给定 Ω 的一个非空集类 G，必存在唯一的一个 Ω 中的 σ 域 M(G)，具有如下两个性质:

1. 包含 G；

2. 若有其他 σ 域包含 G，则必包含 M(G)，称 M(G) 为由 G 生成的 σ 域。

称 M(G) 为包含 G 的最小的 σ 域

5
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设 X 为取值为实数的随机变量，记包含所有形如 {X ∈ B} 的最小 σ 代数为 σ(X).

设 Y1, · · · , Yn 为一列取值为实数的随机变量，记包含所有形如 {Y1 ∈ B1, · · · , Yn ∈ Bn} 的最小 σ 代数为

Gn = σ(Y1, · · · , Yn).

• σ(X) 可以看作所有与 X 有关的信息或历史

• Gn = σ(Y1, · · · , Yn) 可以看作与 {Y1, · · · , Yn} 有关的信息或历史

定义在最小生成 σ 代数上的随机变量

X 是 σ(Y1, · · · , Yn) 可测的 ⇐⇒ X 是 (Y1, · · · , Yn) 的函数。

σ 代数流

若 ∀n，有 Xn ∈ σ(Y1, · · · , Yn)，则称 {Xn}为 σ(Y1, · · · , Yn)适应的，称 σ(Y1, · · · , Yn)为一个 σ 代数流。

[注]：σ 代数流指的是：X1 ∈ σ(Y1), X2 ∈ σ(Y1, Y2), · · ·

6
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2 随机过程的基本概念

2.1 随机过程的定义

随机过程 (Stochastic Process)

随机过程 {X(t, ω), t ∈ T, ω ∈ Ω} 是一个关于时间 t 和样本点 ω 的二元函数。对于固定的样本点 ω ∈ Ω，

X(t, ω) 为 t 的函数，是一条样本路径 (或一个样本函数)。

• 应用中，通常不论述随机过程的样本空间，即简记 X(t, ω) = X(t)，将随机过程定义为随机变量的集合

{X(t), t ∈ T}。

• 参数 T 可以是自然数集 N，整数集 Z 或者实数区间 [a, b]（这里 a 可以是 −∞，b 可以是 +∞）

假设抛掷 n 枚硬币，正面用 H 表示，反面用 T 表示。若第 t 次是正面则获得 t 个单位的报酬，反之没有报酬。

在这个“报酬过程”中，其样本空间 Ω 为

Ω = {(H,H, · · · ,H), · · · , (T, T, · · · , T )}

共包含 2n 个样本点，每个样本点是一个 n 维向量，报酬过程 X(t, ω) 可以描述为

X(t, ω) = t1(ωt = H), t = 1, 2, · · · , n, ω ∈ Ω

这里 ωt 是样本点 ω 的第 t 个分量。

2.2 随机过程的有限维分布和数字特征

有限维分布族

设 ti ∈ T，1 ≤ i ≤ n，记

F (t1, t2, · · · , tn;x1, x2, · · · , xn) = P (X(t1) ≤ x1, X(t2) ≤ x2, · · · , X(tn) ≤ xn)

其全体 {F (t1, t2, · · · , tn;x1, x2, · · · , xn), t1, · · · , tn ∈ T} 称为随机过程的有限维分布族，具有

1. 对称性:
F (t1, t2, · · · , tn;x1, x2, · · · , xn) = F (tj1 , tj2 , · · · , tjn ;xj1 , xj2 , · · · , xjn)

2. 相容性:

F (t1, t2, · · · , tm, tm+1, · · · , tn;x1, x2, · · · , xm,∞, · · · ,∞) = F (t1, t2, · · · , tm;x1, x2, · · · , xm)

随机过程通常用以下数字特征描述

1. 均值函数: m(t) = E[X(t)]

2. 方差函数: Var(X(t)) = E[(X(t)−m(t))2]

3. 协方差函数: R(s, t) = Cov(X(s), X(t))

4. 相关函数: ρ(s, t) =
Cov(X(s), X(t))√

Var(X(t))Var(X(s))

7
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2.3 经典随机过程

计数过程 (Counting Process)

对于非负且取值为整数的随机过程 N(t)，如果 N(t) 表示时间间隔 [0, t] 内事件发生的总数，并满足如下

两条特性:

1. 若 t1 < t2，则 N(t1) ≤ N(t2)；

2. 若 t1 < t2，则 N(t2)−N(t1) 为时间间隔 [t1, t2] 间事件发生的总数

则 N(t) 为计数过程。

• 如果一个计数过程在不相交的时间区间内发生的事件数是独立的，则称它具有独立增量性。即 N(s) ⊥
N(t)−N(s)。

• 如果一个计数过程在任一时间区间内事件发生次数的分布仅取决于时间区间的长度，则称它具有平稳增量
性。即 ∀s > 0, t1 < t2，N(t2 + s)−N(t1 + s) 与 N(t2)−N(t1) 有着相同的分布。

独立增量 (Independent Increments) 过程

对 t1 < · · · < tn, ti ∈ T, 1 ≤ i ≤ n，设 ∆X(t1) = X(t1)，∆X(ti) = X(ti)−X(ti−1) (2 ≤ i ≤ n)，若增量

∆X(t1), · · · ,∆X(tn)

相互独立，则称 {X(t), t ∈ T} 为独立增量过程.

• ∀0 ≤ s < t，X(t)−X(s) 只依赖 t− s，则称 {X(t), t ∈ T} 具有平稳增量.

• 有平稳增量的独立增量过程称为平稳独立增量过程 (Stationary Process with Independent Increments).

• Poisson 过程和 Brownian Motion 就是典型的平稳独立增量过程。

Markov 过程

若对任意 t1 < · · · < tn < t，以及 x1, · · · , xn，以及 A ⊂ R，总成立

P (X(t) ∈ A|X(t1) = x1, · · · , X(tn) = xn) = P (X(t) ∈ A|X(tn) = xn)

则称 {X(t), t ∈ T} 为 Markov 过程。也就是说，将来状态 X(t) 与过去状态 X(s), s < tn 无关 (条件独
立)，只与现在状态 X(tn) 有关.

• 状态空间 S: X(t) 的取值全体构成的集合.

• Markov 链: 对于 Markov 过程 {X(t), t ≥ 0}，当其状态空间 S（不加说明时默认非负整数集 {0, 1, 2, · · · }）
为可列无限集或有限集时，称为 Markov 链.
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平稳过程 (Stationary Process) 与二阶矩过程

1. 宽平稳过程 (Wide-sense Stationary Process): 若 ∀τ, t ∈ T，E[X(t)] < ∞ 且

E[X(t)2] = m,Cov(Xt, Xt+τ ) = R(τ)

仅依赖 τ，则称 {X(t), t ∈ T} 为宽平稳过程.

2. 严平稳过程 (Strict Stationary Process): 若 ∀t1, · · · , tn ∈ T 及 ∀h > 0，(X(t1), · · · , X(tn)) 与

(X(t1 + h), · · · , X(tn + h)) 有相同的联合分布，则称 {X(t), t ∈ T} 为严平稳过程.

3. 二阶矩过程 (Finite Second Moment Process): 若 Var[X(t)] < ∞，则 {X(t), t ∈ T} 为二阶矩过程.

鞅 (Martingales)

若对 ∀t ∈ T,E[X(t)] < ∞，且对 ∀t1 < · · · < tn < tn+1，有

E[X(tn+1)|X(t1), · · · , X(tn)] = X(tn) a.s.

，则称 {X(t), t ∈ T} 为鞅

更新过程 (Renewal Process)

设 {Xk, k ≥ 1} 为独立同分布的正的随机变量序列，对 ∀t > 0，令 T0 = 0, Tn =
n∑

k=1

Xk，并定义

N(t) = sup{n : n ≥ 0, Tn ≤ t}

称 {N(t), t ≥ 0} 为更新过程.

• N(t) 可以解释 [0, t] 内更换零件的个数或系统来的信号/粒子数，或服务站来的顾客数等等。

9
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3 Poisson 过程
3.1 Poisson 过程的定义

Poisson 过程有两个等价的定义
Poisson 过程 (定义 1)

如果计数过程 {N(t), t ≥ 0} 满足以下条件：

1. N(0) = 0

2. N(t) 具有独立增量性

3. 在长度 t 的时间内事件发生的次数变量服从参数为 λt 的 Poisson 分布，即 ∀s, t ≥ 0，

P (N(t+ s)−N(s) = n) = e−λt (λt)
n

n!

(平稳增量性 & 增量 ∼ Poi(λt))

则称 {N(t), t ≥ 0} 为参数为 λ 的 Poisson 过程。

• 期望：m(t) = E[N(t)] = λt

• 方差：Var[N(t)] = λt

• 协方差：Cov(N(s), N(t)) = λmin{s, t}

• λ =
E[N(t)]

t
，相当于单位时间事件的平均发生次数，所以称参数 λ 为过程 N(t) 的强度。

证明. 这里只对协方差进行说明：不妨设 s ≤ t，注意到

Cov(N(s), N(t)) = E[N(s)N(t)]− E[N(s)]E[N(t)]

= E[N(s)(N(t)−N(s)) +N2(s)]− λsλt

= E[N(s)]E[N(t)−N(s)] + E[N2(s)]− λsλt

= λsλ(t− s) + E[N2(s)]− λsλt

其中

E[N2(s)] =

∞∑
n=0

n2P (N(s) = n) =

∞∑
n=0

n2e−λs (λs)
n

n!

=

∞∑
n=0

ne−λs (λs)n

(n− 1)!
= λs

∞∑
n=1

ne−λs (λs)
n−1

(n− 1)!

= λs

( ∞∑
n=1

(n− 1)e−λs (λs)
n−1

(n− 1)!
+

∞∑
n=1

e−λs (λs)
n−1

(n− 1)!

)
= λs (λs+ 1) = (λs)2 + λs

从而 Cov(N(s), N(t)) = λsλ(t− s) + (λs)2 + λs− λsλt = λs，同理 t < s 时有 Cov(N(s), N(t)) = λt.

10



龚舒凯 2022202790 3 POISSON 过程

Poisson 过程 (定义 2)(不考)

如果计数过程 {N(t), t ≥ 0} 满足以下条件：

1. N(0) = 0

2. N(t) 具有独立增量性和平稳增量性

3. P (N(t+ h)−N(t) = 1) = λh+ o(h)

4. P (N(t+ h)−N(t) ≥ 2) = o(h) (事件在同一瞬间同时发生多个事件的可能性极小)

则称 {N(t), t ≥ 0} 为参数为 λ 的 Poisson 过程。

要证明定义 1 ⇐⇒ 定义 2，只需证明 (3) ⇐⇒ (c)(d)，必要性的证明常采用在充分小的时间内建立一个微分方
程。

证明. 必要性: 由增量平稳性，记

Pn(t) = P (N(t) = n) = P (N(s+ t)−N(s) = n)

先看 n = 0 的情形。因

(N(t+ h) = 0) = (N(t) = 0, N(t+ h)−N(t) = 0), h > 0,

故

P0(t+ h) = P (N(t+ h) = 0) = P (N(t) = 0, N(t+ h)−N(t) = 0)

= P (N(t) = 0)P (N(t+ h)−N(t) = 0) (增量独立)

= P0(t)P0(h)

另一方面

P0(h) = P (N(t+ h)−N(t) = 0) = 1− (λh+ o(h)),

代入上式，有
P0(t+ h)− P0(t)

h
= −

(
λP0(t) +

o(h)

h

)
.

令 h → 0，两边取极限，得

P ′
0(t) = −λP0(t).

这是一阶线性常微分方程。由初始条件 P0(0) = P (N(0) = 0) = 1，可得

P0(t) = e−λt.

再看 n > 0 的情形，因

{N(t+ h) = n} = {N(t) = n,N(t+ h)−N(t) = 0} ∪ {N(t) = n− 1, N(t+ h)−N(t) = 1}

∪

(
n⋃

l=2

{N(t) = n− l, N(t+ h)−N(t) = l}

)

故

Pn(t+ h) = Pn(t)(1− λh− o(h)) + Pn−1(t)(λh+ o(h)) + o(h).

11
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化简可得
Pn(t+ h)− Pn(t)

h
= −λPn(t) + λPn−1(t) +

o(h)

h
.

令 h → 0，两边取极限，有

P ′
n(t) = −λPn(t) + λPn−1(t).

将上述两边乘以 e−λt，移项后可得
d

dt

[
eλtPn(t)

]
= λeλtPn−1(t),

且满足初始条件

Pn(0) = P (N(0) = n) = 0.

当 n = 1 时
d

dt

[
eλtP1(t)

]
= λ.

注意到初始条件 P1(0) = 0，可得

P1(t) = (λt)e−λt.

再用归纳法即有

Pn(t) =
(λt)n

n!
e−λt.

充分性：

P{N(t+ h)−N(t) = 1} = P{N(h)−N(0) = 1} = e−λhλh

1!
= λh

∞∑
n=0

(λh)n

n!

= λh[1− λh+ o(h)] = λh+ o(h)

P{N(t+ h)−N(t) ≥ 2} = P{N(h)−N(0) ≥ 2} =

∞∑
n=2

e−λh (λh)
n

n!

= o(h)

必要性的证明也可以采用 Laplace 变换。由于此处 N(t) ≥ 0，其 Laplace 变换必存在。回顾 X∼Poisson 分布的
矩母函数

E[e−uX ] = exp(λ(e−u − 1))

如果我们能证明

E[e−uN(t)] = exp(λt(e−u − 1))

由 Laplace 变换的一一对应性，我们就能说明 N(t) ∼ Poi(λt)

证明. 令 u ≥ 0，并记 g(t) = E[e−uN(t)]，则

g(t+ h) = E[e−uN(t) · e−u[N(t+h)−N(t)]]

= E[e−uN(t)] · E[e−u[N(t+h)−N(t)]] (独立增量性)

= g(t) · E[e−uN(h)] (平稳增量性)

12
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其中

E[e−uN(h)] =

∞∑
k=0

e−ukP (N(h) = k) =

∞∑
k=0

e−uk · e−λh (λh)
k

k!

≈ 1 · (1− λh+ o(h)) + e−u(λh+ o(h)) + o(h)

= 1− λh+ e−uλh+ o(h)

从而

g(t+ h) = g(t)(1− λh+ e−uλh) + o(h)

⇒ g(t+ h)− g(t)

h
= g(t)λ(e−u − 1) +

o(h)

h

⇒ g′(t) = g(t)λ(e−u − 1)

解上述微分方程可得 g(t) = eλt(e
−u−1)，这说明了 N(t) ∼ Poi(λt)。

还有一种通过相邻时间间隔的分布来定义 Poisson 过程的定义.
Poisson 过程 (定义 3)

如果每次事件发生的时间间隔 X1, X2, · · · 相互独立，且服从同一参数 λ 的指数分布，则计数过程

{N(t), t ≥ 0} 是参数为 λ 的 Poisson 过程.

3.2 Poisson 过程相联系的若干分布

统一标记：设第 n次事件发生的时刻为 Tn，则第 n次与第 n−1次事件发生的时间间隔定义为 Xn = Sn−Sn−1.

时间间隔的分布

Poisson 过程 {N(t), t ≥ 0} 第 n− 1 次与第 n 次事件发生的时间间隔 Xn ∼ Exp(λ)

证明. 首先考虑 X1 的分布，注意到 {X1 > t} ⇐⇒ {N(t) = 0}，因此

P (X1 > t) = P (N(t) = 0) = e−λt ⇒ P (X1 ≤ t) = 1− e−λt

再考虑 X2 的分布，根据 Poisson 过程的独立增量性

P (X2 > t|X1 = s) = P (N(t+ s)−N(s) = 0|X1 = s) = P (N(t)−N(0) = 0) = e−λt

所以 X2 与 X1 独立，且都服从 Exp(λ)。以此类推，Xn ∼ Exp(λ)

到达时刻的分布

Poisson 过程 {N(t), t ≥ 0} 第 n 次事件发生的时刻 Tn ∼ Γ(n, λ)

证明. 注意到 Tn =
n∑

i=1

Xi，{Xn} 相互独立且服从 Exp(λ) = Γ(1, λ)，所以

Tn =

n∑
i=1

Xi ∼ Γ(n, λ)

13
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Sn 还有另一种导出方式：因为 {Tn ≤ t} ⇐⇒ {N(t) ≥ n}，所以

FTn
(t) = P (Tn ≤ t) = P (N(t) ≥ n) =

∞∑
j=n

e−λt (λt)
j

j!

⇒ fTn
(t) =

∞∑
j=n

e−λt (λt)
j

j!
· (−λ) +

∞∑
j=n

e−λt j(λt)
j−1 · λ
j!

= λe−λt (λt)
n−1

(n− 1)!
+

∞∑
j=n+1

λe−λt (λt)
j−1

(j − 1)!
−

∞∑
j=n

λe−λt (λt)
j

j!

= λe−λt (λt)
n−1

(n− 1)!

所以 Tn ∼ Γ(n, λ)

[注]: 在给定 N(t) = n 时，Tn 不服从 Γ(n, λ) 分布。从下面的定理可以得知，当给定 N(t) = n 时，这 n 个事

件的发生时刻 T1, · · · , Tn 服从 (0, t] 上的均匀分布。Tn = max{T1, · · · , Tn}，因此 Tn|N(t) = n 的分布求解就转

化为了 n 个 i.i.d. 均匀随机变量的最大值分布求解。简记 Tn|N(t) = n 的分布函数为 FTn
(x)，则

FTn
(x) = P (max{T1, · · · , Tn} ≤ x) = P (T1 ≤ x, · · · , Tn ≤ x) =

(x
t

)n
⇒ fTn(x) =

n

t

(x
t

)n−1

令 Y =
Tn

t
，则

fY (y) = fTn
(yt) · t = nyn−1 =

yn−1(1− y)0

B(n, 1)
⇒ Y ∼ Beta(n, 1)

⇒Tn ∼ Beta(n, 1) · t

所以 Tn|N(t) = n 服从一个缩放后的 Beta 分布！

到达时刻的条件分布

设 {N(t), t ≥ 0} 是 Poisson 过程，∀s ≤ t，有

P (T1 ≤ s|N(t) = 1) =
s

t

证明.

P (T1 ≤ s|N(t) = 1) =
P (T1 ≤ s,N(t) = 1)

P (N(t) = 1)

=
P ([0, s) 中 1 次事件，[s, t] 中 0 次事件)

P (N(t) = 1)

=
P (N(s) = 1) · P (N(t− s) = 0)

P (N(t) = 1)

=
e−λs (λs)

1

1!
· e−λ(t−s) (λ(t− s))0

0!

e−λt
(λt)1

1!

=
s

t

14
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[注]：直观上，在已知 t 时间内只发生一次事件的时候，由于 Poisson 过程是平稳增量和独立增量的，[0, t] 内的

每个相等长度的区间都有相同的概率包含这个事件。换言之，事件发生的时刻应该均匀分布在 [0, t] 上。

[注]：下面的结论推广到了 N(t) = n 时，T1, · · · , Tn 这 n 个事件发生时刻的条件分布

到达时刻的分布与顺序统计量

若设 {N(t), t ≥ 0} 是 Poisson 过程，则在 N(t) = n 的条件下，T1, · · · , Tn 的条件分布函数与 n 个 (0, t]

上相互独立同均匀分布的顺序统计量的分布函数相同。即在已给 N(t) = n的情况下，事件相继发生的时

刻 (T1, · · · , Tn) 的联合密度为

f(t1, · · · , tn|N(t) = n) =


n!

tn
0 < t1 < · · · < tn < t

0 otherwise

证明. 不妨设 0 < t1 < · · · < tn < tn+1 = t，再取充分小的 hi 使得 ti + hi < ti+1, i = 1, · · · , n，则

P (ti < Ti ≤ ti + hi, i = 1, · · · , n|N(t) = n) =
P (ti < Ti ≤ ti + hi, i = 1, · · · , n,N(t) = n)

P (N(t) = n)

=
P (N(ti + hi)−N(ti) = 1, N(ti+1)−N(ti + hi) = 0, i = 1, · · · , n,N(t1) = 0)

P (N(t) = n)

=
(λh1e

−λh1) · · · (λhne
−λhn) · e

−
n∑

i=1
λ(ti+1−ti−hi)

· e−λt1

e−λt
(λt)n

n!

=
(λh1e

−λh1) · · · (λhne
−λhn) · e−λ(t−h1−···−hn)

e−λt
(λt)n

n!

=
n!

tn
h1 · · ·hn

那么

f(t1, · · · , tn|N(t) = n) = lim
h1,··· ,hn→0

P (ti < Ti ≤ ti + hi, i = 1, · · · , n|N(t) = n)

h1h2 · · ·hn
=

n!

tn
, 0 < t1 < · · · < tn < t

[注]：直观上，在已知 N(t) = n的条件下，在 (0, t]内独立发生了 n个事件，且每个事件的发生时间都服从 (0, t]

上的均匀分布。

3.3 Poisson 过程的变体

Poisson 过程的随机稀疏

假设事件 A 的发生形成强度为 λ 的 Poisson 过程 {N(t), t ≥ 0}，如果每次事件发生时以概率 p 被记录

下来，以 M(t) 表示 t 时刻被记录下来的时间总数，则 {M(t), t ≥ 0} 是一个强度为 λp 的 Poisson 过程：

P (M(t) = m) =
(λpt)m

m!
e−λpt
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证明. 根据全概率公式有

P{M(t) = m} =

∞∑
n=0

P{M(t) = m | N(t) = m+ n}P{N(t) = m+ n}

=

∞∑
n=0

Cm
m+np

m(1− p)n
(λt)m+n

(m+ n)!
e−λt

= e−λt
∞∑

n=0

(λpt)m [λ(1− p)t]
n

m!n!

= e−λt (λpt)
m

m!

∞∑
n=0

[λ(1− p)t]
n

n!

= e−λt (λpt)
m

m!
eλ(1−p)t

= e−λpt (λpt)
m

m!
.

Poisson 过程的叠加

若 {Ni(t), t ≥ 0} 为强度为 λi 的独立 Poisson 过程，则 {
∑
i

Ni(t), t ≥ 0} 为强度为
∑
i

λi 的 Poisson 过程。

证明. 由于 {Ni(t), t ≥ 0} 相互独立，所以

P

(∑
i

Ni(t) = n

)
=

∑
n1+···+nk=n

P (N1(t) = n1, · · · , Nk(t) = nk)

=
∑

n1+···+nk=n

e−λ1t
(λ1t)

n1

n1!
· · · e−λkt

(λkt)
nk

nk!

=

e
−

∑
i
λit

(
∑
i

λit)
n

n!

[注]：直观上而言，由于 Ni(t) 具有独立增量性，且两个独立的 Poisson随机变量之和也为 Poisson变量，Poisson
参数为两个参数之和。因此 N1(t) +N2(t) 是参数为 (λ1 + λ2)t 的 Poisson 过程。以此类推。

3.4 非时齐 Poisson 过程

非时齐 Poisson 过程

如果计数过程 {N(t), t ≥ 0} 满足以下条件：

• N(0) = 0

• N(t) 具有独立增量性和平稳增量性

• P (N(t+ h)−N(t) = 1) = λ(t)h+ o(h)

• P (N(t+ h)−N(t) ≥ 2) = o(h) (事件在同一瞬间同时发生多个时间的可能性极小)
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则称 {N(t), t ≥ 0} 为强度为 λ(t) 的非时齐 Poisson 过程.

[注]: 记累计强度函数：m(t) =

∫ t

0

λ(s)ds, λ(s) > 0

非时齐 Poisson 过程事件发生次数的分布

若 {N(t), t ≥ 0} 是非时齐具有强度函数 {λ(t), t ≥ 0} 的 Poisson 过程，则 ∀s, t ≥ 0，成立

P (N(s+ t)−N(s) = n) =
[m(s+ t)−m(s)]n exp(−[m(s+ t)−m(s)])

n!

[注]: 显然，时齐 Poisson 过程是非时齐的一个特例。时齐时 m(t) = λt。

非齐次 Poisson 过程的导出

设 {N(t), t ≥ 0} 是一个强度为 λ 的 Poisson 过程，在时刻 t 发生的事件以概率
λ(t)

λ
被计数 (λ(t) ≤ λ)，

则对 ∀t ≥ 0，被计数的事件构成的过程是具有强度函数 λ(t) 的非齐次 Poisson 过程。

[注]: 直观上，当 λ(t) 有上界 λ 时，可将非齐次 Poisson 过程理解为对齐次 Poisson 过程的随机采样 (随机稀疏)。

非齐次 Poisson 过程的逆 (不考)

设 {N(t), t ≥ 0} 是一个强度为 λ(t) 的非齐次 Poisson 过程。令 N∗(t) = N(m−1(t))，则 {N∗(t), t ≥ 0}
是一个强度为 1 的 Poisson 过程。

[注]: m(t) =

∫ t

0

λ(s)ds, λ(s) > 0 单调递增，所以 m−1(t) 存在且也单调递增的。

3.5 复合 Poisson 过程

复合 Poisson 过程

称随机过程 {X(t), t ≥ 0} 为复合 Poisson 过程，如果对于 t ≥ 0，X(t) 可以表示为

X(t) =

N(t)∑
i=1

Yi

其中 {N(t), t ≥ 0} 时一个 Poisson 过程，Yi 为 i.i.d 的随机变量，且独立于 {N(t), t ≥ 0}。

[注]: 索赔过程服从一个 Poisson 过程 {N(t), t ≥ 0}，每次索赔数额 Yi 都相互独立同分布，且与发生时刻无关，

因此赔付总金额 {X(t) =
N(t)∑
i=1

Yi, t ≥ 0} 服从复合 Poisson 过程。

• 期望：m(t) = λtE[Yi]

• 方差：Var[X(t)] = λtE[Y 2
i ]

期望和方差的证明可以使用条件期望/方差公式说明

证明. 期望：根据全期望公式

m(t) = E[X(t)] = E[E[X(t)|N(t)]] = E[N(t)]E[Yi] = λtE[Yi]

17
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方差：根据条件方差公式

Var[X(t)] = E[Var[X(t)|N(t)]] + Var[E[X(t)|N(t)]]

= E[N(t)]Var[Yi] + Var[N(t)]E[Yi]
2

= λtVar[Yi] + λtE[Yi]
2

= λt(E[Y 2
i ]− E[Yi]

2) + λtE[Yi]
2

= λtE[Y 2
i ]

期望和方差的证明也可以使用矩母函数说明

证明.

ϕt(u) = E[exp{uX(t)}] =
∞∑

n=0

P{N(t) = n}E[exp{uX(t)} | N(t) = n}

=

∞∑
n=0

(λt)n

n!
exp(−λt)E[exp{u(Y1 + Y2 + · · ·+ Yn)} | N(t) = n]

=

∞∑
n=0

(λt)n

n!
exp(−λt)E[exp{u(Y1 + Y2 + · · ·+ Yn)}]

=

∞∑
n=0

(λt)n

n!
exp(−λt) (E[exp{uY }])n

=

∞∑
n=0

(λt)n

n!
exp(−λt) (ϕY (u))

n

=

∞∑
n=0

exp(−λt)
(λtϕY (u))

n

n!
= exp{λt[ϕY (u)− 1]}

对 ϕt(u) 在 t = 0 处分别取一阶导、二阶导得

E[X(t)] = ϕ′
t(0) = λtϕ′

Y (0) = λtE[Yi]

E[X2(t)] = ϕ′′
t (0) = (λtϕ′

Y (0))
2 + λtϕ′′

Y (0) = (λtE[Yi])
2 + λtE[Y 2

i ]

⇒ Var[X(t)] = E[X2(t)]− (E[X(t)])2 = λtE[Y 2
i ]

3.6 条件 (混合)Poisson 过程

Poisson 过程描述的是一个有“风险”参数 λ 的个体发生某一事件的频率。如果我们认为一个群体中，个体

的风险参数 λ 是“因人而异”的 (一个随机变量 Λ)，那么我们就可以描述一个群体的事件发生频率。这就是条件
Poisson 过程。

18



龚舒凯 2022202790 3 POISSON 过程

条件 Poisson 过程

设随机变量 Λ > 0，在 Λ = λ 的条件下，计数过程 {N(t), t ≥ 0} 是参数为 λ 的 Poisson 过程，则称
{N(t), t ≥ 0} 为条件 Poisson 过程。即若 Λ ∼ G(λ)，成立

P (N(t+ s)−M(s) = n) =

∫ ∞

0

(λt)n

n!
e−λtdG(λ)

举个最简单的例子，假设将保险公司的新投保客户的事故发生率 λ 看作一个服从 P (λ = 0.5) = P (λ = 0.1) =
1

2
的随机变量 (两点分布)，则条件 Poisson 过程可绘制为：

图 1: 条件 Poisson 过程

条件 Poisson 过程的数字特征

1. 期望：E[N(t)] = tE[Λ]

2. 方差：Var[N(t)] = t2Var[Λ] + tE[Λ]

3. 协方差：Cov[N(s), N(t)] = min{s, t}E[Λ] + stVar[Λ]

证明. 期望：根据全期望公式

E[N(t)] = E[E[N(t)|Λ = λ]] = E[λt] = tE[Λ]

方差：根据条件方差公式

Var[N(t)] = E[Var[N(t)|Λ = λ]] + Var[E[N(t)|Λ = λ]]

= E[λt] + Var[λt] = t2Var[Λ] + tE[Λ]

协方差：不妨设 s ≤ t，回顾 Poisson 过程的协方差计算中，E[N(s)N(t)] = E[N(s)]E[N(t)−N(s)]+E[N2(s)] =

19
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λsλt+ λs，因此

Cov[N(s), N(t)] = E[E[N(s)N(t)|Λ = λ]]− E[E[N(s)|Λ = λ]] · E[E[N(t)|Λ = λ]]

= E[λsλt+ λs]− E[λs]E[λt]

= stE[Λ2] + sE[Λ]− stE[Λ]2

= sE[Λ] + stVar[Λ]

条件 Poisson 过程的性质

条件 Poisson 过程是平稳增量的，但不是独立增量的。

证明. 平稳增量性从条件 Poisson 分布的定义显然得出，关于独立增量性，事实上

P (N(s) = j,N(t+ s)−N(s) = k)

=

∫ ∞

0

(λs)j

j!
e−λs (λt)

k

k!
e−λtdG(λ)

̸=
(∫ ∞

0

(λs)j

j!
e−λsdG(λ)

)(∫ ∞

0

(λt)k

k!
e−λtdG(λ)

)
=P (N(s) = j) · P (N(t+ s)−N(s) = k)

具体到数值，可以参考如下例子：令 P (Λ = 1) = P (Λ = 2) = 1
2，则

P (N(1) = 0, N(2)−N(1) = 0)

=
1

2
P (N(1) = 0, N(2)−N(1) = 0 | Λ = 1) +

1

2
P (N(1) = 0, N(2)−N(1) = 0 | Λ = 2)

=
1

2
e−1 · e−1 +

1

2
e−2 · e−2 ≈ 0.0768

假设 N(t) 是独立增量过程，则

P (N(1) = 0, N(2)−N(1) = 0) = P (N(1) = 0) · P (N(2)−N(1) = 0)

=

[
1

2
P (N(1) = 0 | Λ = 1) +

1

2
P (N(1) = 0 | Λ = 2)

]
·
[
1

2
P (N(2)−N(1) = 0 | Λ = 1) +

1

2
P (N(2)−N(1) = 0 | Λ = 2)

]
=

[
1

2
e−1 +

1

2
e−2

]2
≈ 0.0633

矛盾！假设不成立。
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4 更新过程

4.1 更新过程的基本概念

Poisson 过程可以被定义为：事件发生的时间间隔 X1, X2, · · · 相互独立，且服从 Exp(λ) 的计数过程。本章
考虑更一般的情形，去除“指数分布”的限制，考察事件发生的时间间隔 X1, X2, · · · 独立同分布的计数过程。

更新过程

设 {Xk, k ≥ 1} 为独立同分布的正的随机变量序列，对 ∀t > 0，令 T0 = 0, Tn =
n∑

k=1

Xk，并定义

N(t) = sup{n : n ≥ 0, Tn ≤ t}

称 {N(t), t ≥ 0} 为更新过程。

• 在更新过程中事件发生一次叫做一次更新，Xn 是第 n− 1 次和第 n 次更新相距的时间。Xn 的分布函数

记为 F (x) = P (X ∈ B)。特别的，F (0) = P (X ≤ 0) = 0。均值 µ = E[Xn] =

∫ ∞

0

xdF (x)。

• Tn 表示第 n 次更新的时刻。Tn 的分布函数记为 Fn(t) = P (Tn ≤ t)。

• N(t) 是 [0, t] 事件内发生的总更新次数，称 {N(t)} 的更新函数为 M(t) = E[N(t)]

更新过程中事件的集合关系

1. {N(t) ≥ n} = {Tn ≤ t}：t 时刻及之前更新次数大于等于 n ⇐⇒ 第 n 次更新的发生时刻在 t 时刻

及之前。

2. {N(t) > n} ⊂ {Tn ≤ t}：t 时刻及之前更新次数大于 n⇒ 第 n 次更新的发生时刻在 t 时刻及之前。

3. {N(t) = n} = {Tn ≤ t < Tn+1}：t 时刻及之前更新次数恰等于 n ⇐⇒ t 时刻时已发生第 n 次更新，

但还未发生第 n+ 1 次更新。

4.2 更新过程的性质

有限时间内至多发生有限次更新

有限时间内至多发生有限次更新，即 P (N(t) < ∞) = 1

证明. 直观上说由强大数定理，Tn

n
=

n∑
i=1

Xn

n
→ µ a.s.，从而 Tn → ∞ a.s.，即无穷次更新只可能发生在无限

长时间内发生，从而有限时间内最多只能发生有限次更新，即 P (N(t) < ∞) = 1 以概率 1 成立。

N(t) 的分布列

设 Tn 的分布函数为 Fn(t)，则 P (N(t) = n) = Fn(t)− Fn+1(t)
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证明.

P (N(t) = n) = P (N(t) ≥ n)− P (N(t) ≥ n+ 1) = P (Tn ≤ t)− P (Tn+1 ≤ t) = Fn(t)− Fn+1(t)

更新函数

更新函数 M(t) = E[N(t)] =
∞∑

n=1
P (N(t) ≥ n) =

∞∑
n=1

Fn(t)

[注]：更新函数 M(t) 是关于 t 的函数，不是随机变量。

证明. 先证明 M(t) = E[N(t)] =
∞∑

n=1
P (N(t) ≥ n)，注意到

M(t) = E[N(t)] =

∞∑
n=1

nP (N(t) = n) =

∞∑
n=1

n (P (N(t) ≥ n)− P (N(t) ≥ n+ 1))

= P (N(t) ≥ 1)− P (N(t) ≥ 2) + 2P (N(t) ≥ 2)− 2P (N(t) ≥ 3)

+ 3P (N(t) ≥ 3)− 3P (N(t) ≥ n) + · · ·

=

∞∑
n=1

P (N(t) ≥ n)

再证明 M(t) =
∞∑

n=1
Fn(t)，注意到

M(t) = E[N(t)] =

∞∑
n=1

P (N(t) ≥ n) =

∞∑
n=1

P (Tn ≤ t) =

∞∑
n=1

Fn(t)

更新函数的有限性 (证明不考)

M(t) 是 t 的不减函数，且 ∀t ∈ [0,∞)，M(t) < ∞

4.3 更新方程

更新过程的一大特点是：更新后系统恢复如初。因此，新过程的概率性质与原过程相同。具体而言，若设 s

时刻为一更新点，则 (s, t] 时间区间内更新发生的次数与 (0, t− s] 内更新发生的次数同分布。由此，我们可以使

用对更新点取条件期望/概率，利用更新点处系统恢复如新的性质，使条件期望/概率转化为无条件期望/概率。

更新函数的积分方程表达

更新函数 M(t) 满足积分方程

M(t) = F (t) +

∫ t

0

M(t− s)dF (s)

更新密度 m(t) = M ′(t) 满足积分方程

m(t) = f(t) +

∫ t

0

m(t− s)f(s)ds
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证明. 依重期望公式，对第一次更新的时刻取条件期望：

M(t) = E[N(t)] = E[E[N(t)|T1]] =

∫ ∞

0

E(N(t)|T1 = x)dF1(x)

注意到

1. T1 = x > t 时，N(t) = 0。

2. T1 = x 时系统恢复如初，因此 (x, t] 内更新次数的分布和 (0, t− x] 内更新次数的分布相同。

3. T1 的分布函数 F1(t) 等于 Xn 的分布函数 F (t)。

所以

M(t) =

∫ ∞

0

E[N(t)|T1 = x]dF1(x) =

∫ t

0

E[N(t)|T1 = x]dF (x) +

∫ ∞

t

E[N(t)|T1 = x]dF (x)

=

∫ t

0

E[N(t)|T1 = x]dF (x) =

∫ t

0

E[1 +N(t− x)]dF (x)

= F (t) +

∫ t

0

E[N(t− x)]dF (x)

= F (t) +

∫ t

0

M(t− x)dF (x)

更新方程

更一般地，对于已知的 H(t) 和 F (t)，且满足 H(t) = 0, F (t) = 0, t < 0，我们称如下积分方程为更新方

程：

K(t) = H(t) +

∫ t

0

K(t− s)dF (s)

我们关心这个方程的解 K(t) 是否存在且唯一，有什么性质。下面这个定理给出了更新方程有解的条件：

更新方程解的存在性定理 (证明不考)

若更新方程 K(t) = H(t) +

∫ t

0

K(t − s)dF (s) 中 H(t) 为有界函数，则方程存在唯一的、在有限区间内

有界的解 K(t)：

K(t) = H(t) +

∫ t

0

H(t− s)dM(s)

这里 M(t) 是分布函数 F (t) 的更新函数。

根据此定理，{N(t)} 的更新函数 M(t) 的积分方程可以转化为

M(t) = F (t) +

∫ t

0

M(t− s)dF (s) ⇒ M(t) = F (t) +

∫ t

0

F (t− s)dM(s)
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Wald 等式

设非负随机序列 {Xn} 独立同分布，且 µ = E[Xn] < ∞, n = 1, 2, · · ·，则成立

E[TN(t)+1] = E[
N(t)+1∑
i=1

Xi] = E[X1]E[N(t) + 1]

证明. 在证明定理前，直观的理解 TN(t)+1 和 TN(t) 是很有帮助的：

• TN(t)+1 表示第 N(t) + 1 次更新的时刻，即 t 时刻后第一次更新的时刻。

• TN(t) 表示第 N(t) 次更新的时刻，即 t 时刻前最后一次更新的时刻。

t 时刻时，若还没第一次更新（即 x > t），则 t 时刻后第一次更新的时刻 TN(t)+1 = x，若已经有第一次更新（即

x ≤ t），将时间轴零点挪至 x 处，相当于求 t− x 时刻后第一次更新的时刻 TN(t−x)+1。因此，关于第一次更新

的时刻 T1 取条件期望可得

E[TN(t)+1|T1 = x] =

x x > t

x+ E[TN(t−x)+1] x ≤ t

再令 K(t) = E[TN(t)+1]，则

K(t) = E[E[TN(t)+1|T1 = x]] =

∫ ∞

0

E[TN(t)+1|T1 = x]dF (x)

=

∫ t

0

x+ E[TN(t−x)+1]dF (x) +

∫ ∞

t

xdF (x)

=

∫ ∞

0

xdF (x) +

∫ t

0

E[TN(t−x)+1]dF (x)

= E[X1] +

∫ t

0

K(t− x)dF (x)

显然上式为一个更新方程，其解 K(t) 满足

K(t) = E[X1] +

∫ t

0

E[X1]dM(x) = E[X1](1 +M(t)) = µE[N(t) + 1]
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根据 Wald 等式 E[TN(t)+1] = E[X1]E[N(t) + 1]，把下标缩进一格，是否能得到 E[TN(t)] = E[X1]E[N(t)]？

我们知道 TN(t)+1 = TN(t) +XN(t)+1，那么

E[TN(t)] = E[X1]E[N(t) + 1]− E[XN(t)+1]

如果 E[X1] = E[XN(t)+1]，那么“缩进后”的 Wald 等式依然成立。可惜这是不正确的，有如下结论：

不正确的 Wald 等式

E[XN(t)+1] ̸= E[X1]

从而

E[TN(t)] ̸= E[X1]E[N(t)]

证明. 使用检验悖论 (The Inspection Paradox) 进行说明。检验悖论是指在某些随机过程 (如更新过程) 中，观
察到的随机变量 (如时间间隔)往往比其期望值更大。这是因为较大的间隔更有可能被“采样”到。具体到这个例
子来说，在一个更新过程中，如果你在一个随机时间点 t 进行观察，那么你所在的时间间隔往往比平均时间间

隔要长。

XN(t)+1 为紧接在 t时刻前最后一次更新的一个时间间隔。根据检验悖论，XN(t)+1 > E[X1]，从而 E[XN(t)+1] >

E[X1]。由于 E[XN(t)+1] ̸= E[X1]，所以缩进后 Wald 等式不成立。

4.4 更新定理

有时我们需要计算更新方程解 H(t) 的渐近表示。在更新时间间隔 Xn 的分布为连续分布时，可以使用关键

更新定理给出 H(t) 的渐进。

关键更新定理

记 µ = E[Xn]，设函数 h(t), t ≥ 0 满足

1. h(t) 非负不增

2.
∫ ∞

0

h(t)dt < ∞

H(t) 是更新方程 H(t) = h(t) +

∫ t

0

H(t− x)dF (x) 的解，那么若 F 为连续分布，有

lim
t→∞

H(t) =


1

µ

∫ ∞

0

h(x)dx µ < ∞

0 µ = ∞

下面看关键更新定理的一个重要应用

剩余寿命与年龄的极限分布

以 r(t) = TN(t)+1 − t 表示 t 时刻的剩余寿命（即从 t 开始到下次更新剩余的时间），s(t) = t− TN(t) 为

t 时刻的年龄。设 F (x) 为更新间隔 Xn 的分布函数，则剩余寿命的分布 Ry(t) = P (r(t) > y) 满足更新
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方程

Ry(t) = 1− F (t+ y) +

∫ t

0

Ry(t− x)dF (x)

且 Ry(t) 的极限分布为

lim
t→∞

Ry(t) =
1

µ

∫ ∞

y

(1− F (z))dz, z > 0

证明. 类似地，仍然关于 Ry(t) = P (r(t) > y) 取第一次更新时刻 X1 = x 的条件概率。

1. 当 x ≤ t 时（即已进行第一次更新），更新过程从 x 时刻起重新计算，于是 t 时刻剩余寿命的分布为

Ry(t− x)。

2. 当 x > t 时（即未进行第一次更新），分两种情况

(a) t < x ≤ t+ y，那么剩余寿命 x− t ≤ y，从而 P (r(t) > y) = 0

(b) x > t+ y，那么剩余寿命 x− t > y，从而 P (r(t) > y) = 1

由此我们可以写出

P (r(t) > y|X1 = x) =


1 x > t+ y

0 t < x ≤ t+ y

Ry(t− x) 0 < x ≤ t

进而由全概率公式得

Ry(t) = P (r(t) > y) =

∫ ∞

0

P (r(t) > y|X1 = x)dF (x)

=

∫ t

0

Ry(t− x)dF (x) +

∫ ∞

t+y

dF (x)

=1− F (t+ y) +

∫ t

0

Ry(t− x)dF (x)

显然 1− F (t+ y) 是一个有界函数，因此上述更新方程的解 Ry(t) 为

Ry(t) = 1− F (t+ y) +

∫ t

0

[1− F (t+ y − x)]dM(x)

注意到 1− F (t+ y) 非负不增，且由于 µ = E[X1] < ∞，因此

µ =

∫ ∞

0

xf(x)dx =

∫ ∞

0

F (x) + xf(x)− F (x)dx =

∫ ∞

0

d(xF (x))−
∫ ∞

0

F (x)dx

= xF (x)

∣∣∣∣∞
0

−
∫ ∞

0

F (x)dx =

∫ ∞

0

(1− F (x))dx < ∞ (回顾第一章“期望是尾部概率的积分”)

那么
∫ ∞

0

1− F (t+ y)dt =
∫ ∞

y

1− F (z)dz < ∞，根据关键更新定理，Ry(t) 的极限分布为

lim
t→∞

Ry(t) =
1

µ

∫ ∞

y

(1− F (z))dz
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类似地，还能导出年龄的极限分布。注意到

• {r(t) > x} ⇐⇒ 过程在 [t, t+ x] 没有更新

• {s(t) > y} ⇐⇒ 过程在 [t− y, t] 没有更新

• {r(t− y) > x+ y} ⇐⇒ 过程在 [t− y, t− y + (x+ y)] 没有更新

所以 {r(t) > x, s(t) > y} ⇐⇒ {r(t− y) > x+ y}，从而

lim
t→∞

P (r(t) > x, s(t) > y) = lim
t→∞

P (r(t− y) > x+ y) =
1

µ

∫ ∞

x+y

(1− F (z))dz

那么年龄的极限分布为

lim
t→∞

P (s(t) > y) = lim
t→∞

P (s(t) > y, r(t) > 0) =
1

µ

∫ ∞

y

(1− F (z))dz

4.5 更新过程的拓展

更新回报过程

设 {N(t), t ≥ 0} 是一个更新过程，允许回报 Rn 依赖于 Xn（回报的多少与等待时间有关），只要求随机

向量列 (Xn, Rn) 独立同分布，则

R(t) =

N(t)∑
t=1

Rt

称为更新回报过程。

更新回报定理

若 {R(t), t ≥ 0} 是一个更新回报过程，其更新间隔 X1, X2 · · · 满足 E[Xn] < ∞，每次得到的回报 {Rn}
满足 E[Rn] < ∞，则

lim
t→∞

R(t)

t
=

E[R1]

E[X1]
a.s.

lim
t→∞

E[R(t)]

t
=

E[R1]

E[X1]

• 直观上，长时间后，单位时间的平均报酬等于一次更新的平均报酬除以一次更新所需的平均时间。

产品保修问题

设某公司所售出的商品售价为 c，成本 c0 < c，产品寿命 X ∼ F (x) 且 E[X] = µ < ∞。假定产品一旦损
坏，顾客立刻更换或者购买新的产品。现在公司采取如下更换策略

1. 若产品在保修期 (0, w] 内损坏，公司将免费更换新产品，但仍执行原来的更换期。

2. 若产品在 (w,w + T ] 内损坏，则按使用时间折价更换新产品。比如产品在 t ∈ (w,w + T ) 时损坏，

顾客只需要支付 c · t− w

T
购买新产品。

3. 若产品在 w + T 之后损坏，则顾客需要支付原价购买产品。
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求长期执行此策略时，

(1) 顾客购买产品后的单位时间期望支出；
(2) 公司单位时间的期望成本；
(3) 公司单位时间的净利润。

解. 不妨设

1. Y1, Y2, · · ·：顾客第 1 次、第 2 次、... 付费更换的时间间隔。Yi ∼ G(t), i = 1, 2, · · · (因为 {Yn} 独立同分
布)。

2. N(t)：(0, t] 时间内的更换次数 (包括免费更换、折价更换、付费更换)。

3. Tn：第 n 次更换的时刻。

(1) 设 (0, Y1] 内顾客的支出为 c1，则 c1 =


0 Y1 ∈ (0, w]

c · Y1 − w

T
Y1 ∈ (w,w + T ]

c Y1 ∈ (w + T,∞)

，因此

1. 顾客的期望支出

E[c1] =
∫ w+T

w

c(t− w)

T
dFY1(t) +

∫ ∞

w+T

cdFY1(t)

=
c

T

∫ w+T

w

(t− w)dG(t) + cG(w + T )

=
c

T

(
G(t)(t− w)

∣∣∣∣w+T

w

−
∫ w+T

w

G(t)dt
)

+ cG(w + T )

=
c

T
· TG(w + T )− c

T

∫ T

0

G(w + t)dt+ cG(w + T )

= cG(w + T ) + cG(w + T )− c

T

∫ T

0

G(w + t)dt

= c− c

T

∫ T

0

G(w + t)dt = c

T

∫ T

0

G(w + T )dt

2. 顾客付费更换的时间间隔的期望：因为 Y1 是顾客第一次付费更换的时刻，它等价于 w 时刻后的首次更换

时刻：

E[Y1] = E[TN(w)+1] = E[X1]E[N(w) + 1] = µE[N(w) + 1] (Wald 等式)

根据更新回报定理，顾客购买产品后的单位时间期望支出为
E[c1]
E[Y1]

=

c

T

∫ T

0

G(w + T )dt

µE[N(w) + 1]

(2) 公司在一个周期 (0, Y1] 内的成本来自于免费更换新产品，因此

1. 公司的期望成本 E[R1] = c0(N(w) + 1)

2. 一个付费更换周期的期望时长：E[Y1] = µ(E[N(w) + 1])
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根据更新回报定理，公司的单位时间期望成本为
E[R1]

E[Y1]
=

c0
µ

(3) 公司的单位时间净利润为单位时间期望收入 (即顾客的单位时间期望支出) 减去公司的单位时间期望成本，

即
c

∫ T

0

G(w + T )dt

TµE[N(w) + 1]
− c0

µ

交替更新过程

考虑只有两个状态的系统：开（用 1 表示）或关（用 0 表示），系统在 t = 0 时是开的且持续开的时间

为 Z1，接着关闭且持续时间为 Y1，之后又开着持续时间为 Z2，又关闭时间为 Y2，如此开关交替重复

下去，设 {(Zn, Yn), n ≥ 1} 为独立同分布随机向量序列（允许 Zi, Yi 之间不独立），记 Xn = Zn + Yn，

T0 = 0, Tn =
n∑

i=1

Xi。再记

ζt =

1 Tn ≤ t ≤ Tn + Zn+1

0 Tn + Zn+1 ≤ t < Tn+1

则称 {ζt, t ≥ 0} 为交错更新过程。

• Xn 即第 n 次开-关的持续时间

交替更新定理

设 H(t) = P (Zn ≤ t)，G(t) = P (Yn ≤ t)，F (t) = P (Xn ≤ t)，并记 t 时刻系统开着的概率为 P (t) =

P (ζt = 1)，若 E[Xn] < ∞，则

lim
t→∞

P (t) =
E[Zn]

E[Zn] + E[Yn]

证明. 记 X1 = Z1 + Y1，对第一次更新时刻 X1 取条件概率得

P (t 时刻系统开着|X1 = x) =

P (t− x) x < t

P (Z1 > t|X1 = x) x ≥ t

从而

P (t) =

∫ ∞

0

P (t 时刻系统开着|X1 = x)dF (x) =

∫ t

0

P (t− x)dF (x) +

∫ ∞

t

P (Z1 > t|X1 = x)dF (x)

= P (Z1 > t,X1 > t) +

∫ t

0

P (t− x)dF (x)

= P (Z1 > t) +

∫ t

0

P (t− x)dF (x)

≜ H(t) +

∫ t

0

P (t− x)dF (x)

这个更新方程的解 P (t) 满足

P (t) = H(t) +

∫ t

0

H(t− x)dM(x)

又因为
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1. H(t) = P (Z1 > t) 非负不增

2.
∫ ∞

0

H(t)dt =
∫ ∞

0

P (Z1 > t)dt = E[Z1] < ∞ (见第一章，数学期望为尾部概率的积分)

根据关键更新定理， lim
t→∞

P (t) =
1

µ
E[Z1] =

E[Z1]

E[X1]
=

E[Z1]

E[Z1] + E[Y1]
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5 Markov 链
5.1 离散 Markov 链的定义与性质

Markov 链

随机序列 {Xn, n ≥ 0} 称为 Markov 链，若其取值集合 S 有限或可列，且对 ∀n ≥ 0 以及任意状态

i0, · · · , in−1, in, in+1 ∈ S，有

P (Xn+1 = in+1|Xn = in, Xn−1 = in−1, · · · , X0 = i0) = P (Xn+1 = in+1|Xn = in)

上式刻画了 Markov 性（即无后效性）。

• 转移概率: ∀i, j ∈ S，称条件概率 P (Xn+1 = j|Xn = i) = pij(n) 为 n 时刻的一步转移概率。

• n 步转移概率：∀i, j ∈ S，称条件概率 P (Xm+n = j|Xm = i) = p
(n)
ij ,m ≥ 0, n ≥ 1 为 Markov 链的 n 步转

移概率。相应的 P(n) = (p
(n)
ij ) 为 n 步转移矩阵。

– 特别地，约定 p
(0)
ij =

0 i ̸= j

1 i = j

• 时齐 Markov 链：若 Markov 链的转移概率 pij(n) 与 n 无关，称 {Xn, n ≥ 0} 为时齐 Markov 链。

转移矩阵

记 P = (pij)，则称 P 为 {Xn, n ≥ 0} 的转移矩阵，其满足两个性质：

1. 非负性：∀i, j ∈ S, pij ≥ 0

2. 行和为 0：∀i ∈ S,
∑
j∈S

pij = 1

设 S = {1, · · · , s}，如果知道 Markov 链的初始分布 p0 = {P (X0 = 1), · · · , P (X0 = s)}，那么可以通过乘转移
矩阵实现更新：注意到

∀j ∈ S, P (Xn = j) =
∑
i∈S

P (Xn = j|Xn−1 = i)P (Xn−1 = i) = pn−1


p1j

p2j
...

psj


因此

pn = pn−1P

Chapman-Kolmogorov 方程 (C-K 方程)

∀i, j ∈ S,m ≥ 0, n ≥ 1，有

1. p
(m+n)
ij =

∑
k∈S

p
(m)
ik p

(n)
kj
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2. P(n) = P · P(n−1) = · · · = Pn

证明.

p
(m+n)
ij = P (Xm+n = j|X0 = i) =

P (Xm+n = j,X0 = i)

P (X0 = i)

=
∑
k∈S

P (Xm+n = j,Xm = k,X0 = i)

P (X0 = i)
(Markov 性)

=
∑
k∈S

P (Xm+n = j,Xm = k,X0 = i)

P (X0 = i)

P (Xm = k,X0 = i)

P (Xm = k,X0 = i)

=
∑
k∈S

P (Xm+n = j|Xm = k,X0 = i) · P (Xm = k|X0 = i)

=
∑
k∈S

P (Xm+n = j|Xm = k) · P (Xm = k|X0 = i) =
∑
k∈S

p
(n)
kj p

(m)
ik

式 (1) 的矩阵形式即 P(m+n) = P(m)P(n)，于是 (2) 显然得证。

5.2 离散 Markov 链的状态

5.2.1 状态的关系

可达

若存在 n ≥ 0 使得 p
(n)
ij > 0，称状态 i 可达状态 j，记作 i → j

互通

若 i → j 且 j → i，则称 i, j 互通，记作 i ↔ j

互通是一种等价关系

互通是一种等价关系，即满足

• 自返性：i ↔ i

• 对称性：i ↔ j，则 j ↔ i

• 传递性：i ↔ j，j ↔ k，则 i ↔ k

任何两个互通关系归为一类，同一类的状态应该都是互通的，并且一个状态不能同时属于两个不同的类。

证明. 传递性的证明不是显然的，事实上，由 i → j 与 j → k 知 ∃m,n，s.t. p
(m)
ij > 0, p

(n)
jk > 0，那么

p
(m+n)
ik =

∑
j∈S

p
(m)
ij p

(n)
jk ≥ p

(m)
ij p

(n)
jk > 0

这说明 i → k。
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可约

若 Markov 链中只存在一个类，则称其是不可约的，否则是可约的。

比如在赌徒输光问题中，其转移状态矩阵为 P。注意到赌徒输光问题中任意两状态 i, j ∈ [1, n − 1] 都是互

通的，因此这个 Markov 链可以划分为 3 类：{0}, {1, · · · , n− 1}, {n}

图 2: gambler’s ruin

周期

若集合 {n : n ≥ 1, p
(n)
ii > 0} 非空，则称这个集合中元素的最大公约数 d = d(i) 为状态 i 的周期。

• 若 d > 1，称 i 是周期的

• 若 d = 1，则称 i 是非周期的

特别地，当 {n : n ≥ 1, p
(n)
ii > 0} = ∅ 时，称 i 的周期为无穷大。

• 集合 {n : n ≥ 1, p
(n)
ii > 0} 称为自返步数集，表示所有从 i 出发，以正概率能返回 i 的步数的集合。

值得注意的是，以正概率从 i 出发再返回 i 的步数一定是周期的倍数，但周期的倍数不一定能以正概率从 i 出

发再返回 i。如以下的例子：{n : n ≥ 1, p
(n)
11 > 0} = {4, 6, 8, 10, · · · }，从而周期 d(1) = 2，但从状态 1 出发两步

不能回到状态 2。

图 3: Markov 链的周期性

周期的互通性

若 i ↔ j，则 d(i) = d(j).

证明. 令 A = {n : n ≥ 1, p
(n)
ii > 0}，则 ∃m,n > 0，使得 p

(m)
ij > 0，p(n)ji > 0（因为 i ↔ j，存在路径 i

m−→ j
n−→ i）。

因此 m+ n ∈ A，进而 d(i)|(m+ n)。

再令 B = {n : n ≥ 1, p
(n)
jj > 0}，∀s ∈ B，成立 m + n + s ∈ A（因为存在路径 i

m−→ j
s−→ j

n−→ i），进而

d(i)|(m+n+ s)，从而 d(i)|s。由 s 的任意性，d(i) 是 B 的公约数，且 d(j) 是 B 的最大公约数，因此 d(i)|d(j)。
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将上述过程颠倒（即先令 A = {n : n ≥ 1, p
(n)
jj > 0}, B = {n : n ≥ 1, p

(n)
ii > 0}），同理易得 d(j)|d(i)，因此

d(i) = d(j).

5.2.2 状态的分类

常返态与非常返态

∀i, j ∈ S，以 f
(n)
ij 表示从 i 出发经 n 步以后首次到达 j 的概率，则

f
(0)
ij = δij , f

(n)
ij = P (Xn = j,Xk ̸= j, k = 1, · · · , n− 1|X0 = i), n > 0

令 fij =
∞∑

n=1
f
(n)
ij ，

• 若 fjj = 1，称状态 j 为常返态 (Recurrent state)。

• 若 fjj < 1，称状态 j 为非常返态或瞬过状态 (Transient state)。

称 An = {Xn = j,Xk ̸= j, k = 1, · · · , n− 1|X0 = i} 为首达事件。事件
∞⋃

n=1
An 表示总有一个 n 使得状态 i

经 n 步后可到达 j，注意到首达事件是不相交的，即 Ai ∩Aj = ∅, i ̸= j，于是

fij = P (

∞⋃
n=1

An) =

∞∑
n=1

P (An)

因此，fij 即表示从 i 出发，在有限步内（没有指定具体多少步）能达到 j 的概率。

正常返态与零常返态

记从 i 出发再返回 i 的平均步数为

µi =

∞∑
n=1

nf
(n)
ii

，则对于常返状态 i，

• 若 µi < +∞，则称 i 为正常返态 (Positive recurrent state)

• 若 µi = +∞，则称 i 为零常返态 (Null recurrent state)

• 若 µi < +∞ 且 d(i) = 1，则称 i 为遍历状态 (Transitive state)

• 若 f
(1)
ii = 1 ⇒ µi = 1（直观上就是总是回到状态 i），则称 i 为吸收状态 (Absorbing state)

可以用一张图来概括 Markov 链中各状态的判别方法：
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图 4: Markov 链中状态的分类

首达分解定理

∀i, j ∈ S，1 ≤ n < ∞，有

p
(n)
ij =

n∑
l=1

f
(l)
ij p

(n−l)
jj

证明. 注意到“首达事件不相交”这一性质，由全概率公式

p
(n)
ij =

n∑
l=1

P (l步首达j) · P (n− l步返回j) =

n∑
l=1

f
(l)
ij p

(n−l)
jj

常返态判别准则

1. 状态 i 为常返状态 ⇐⇒
∞∑

n=0
p
(n)
ii = ∞

2. 状态 i 为非常返状态 ⇐⇒
∞∑

n=0
p
(n)
ii =

1

1− fii
< ∞

证明.
∞∑

n=0

p
(n)
ii = p

(0)
ii +

∞∑
n=1

n∑
l=1

f
(l)
ii p

(n−l)
ii (首达分解 p

(n)
ii )

= 1 +

∞∑
l=1

∞∑
n=l

f
(l)
ii p

(n−l)
ii

= 1 +

∞∑
l=1

f
(l)
ii

∞∑
m=0

p
(m)
ii

= 1 + fii

∞∑
m=0

p
(m)
ii

容易看出当
∞∑

m=0
p
(m)
ii < ∞ 时，可以移项操作得到

∞∑
m=0

p
(m)
ii =

1

1− fii
∈ (0,+∞) ⇐⇒ fii < 1 ⇐⇒ i 为非常返

状态。

换言之，
∞∑

m=0
p
(m)
ii < ∞ ⇐⇒ fii < 1，其逆否命题为

∞∑
m=0

p
(m)
ii = ∞ ⇐⇒ fii = 1。得证。
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常返态可达状态必互通

常返态可以到达的状态与其互通，且从该到达状态有限步返回的概率为。即：若 i → j，且 i 为常返态，

则 fji = 1，自然有 j → i

证明.（反证）假设 fji < 1，则从 j 出发有限步不能回到 i 的概率为 1 − fji > 0，但 i → j，则 ∃n > 0 使得

p
(n)
ij > 0，那么从 i 出发有限步不能回到 i 的概率

1− fii > p
(n)
ij · (1− fji) > 0

这里 p
(n)
ij · (1 − fji) 是从 i 出发有限步不能回到 i 的一种情况，即 i

n−→ j，但 j ↛ i。由上述不等式知 fii < 1，

但这与 i 为常返态矛盾！假设不成立，原命题得证。

• 该定理说明：常返态 i 可以到达的状态 j 必然与其互通，从而同属一个类。直观上也很好理解，如果 i 选

择走到 j，但 j 不能到 i，则天然与 i 是常返的矛盾。

常返态是类性质

常返性是一个类性质。即

1. 若 i ↔ j，则 i, j 同为常返或非常返状态。

2. 若 i, j 同为常返状态，则他们同为正常返或零常返状态。

证明. 对于 1，由于 i ↔ j，∃n,m ≥ 0，使得 p
(n)
ij > 0, p

(m)
ji > 0，根据 Chapman-Kolmogorov 方程，

p
(n+l+m)
ii =

∑
j,k∈S

p
(n)
ij p

(l)
jkp

(m)
ki ≥ p

(n)
ij p

(l)
jj p

(m)
ji

两边关于 l 求和
∞∑
l=0

p
(n+l+m)
ii ≥ p

(n)
ij p

(m)
ji

∞∑
l=0

p
(l)
jj

类似地
∞∑
l=0

p
(n+l+m)
jj ≥ p

(n)
ij p

(m)
ji

∞∑
l=0

p
(l)
ii

上面两公式表示
∞∑
l=0

p
(l)
ii 和

∞∑
l=0

p
(l)
jj 是相互控制的，如果一个为 ∞ 或有限值，则另一个也为 ∞ 或有限值。

对于 2，注意到 p
(n+l+m)
ii ≥ p

(n)
ij p

(l)
jj p

(m)
ji ≥ 0，根据 Markov 链基本极限定理，当 i 为零常返态时，两边关于

l → ∞ 得
0 ≥ p

(n)
ij p

(m)
ji lim

l→∞
p
(l)
jj ≥ 0

可得 lim
l→∞

p
(l)
jj = 0，即 j 也为零常返态。反之从 j 为零常返态也能推出 i 为零常返态。取逆否命题亦可知 i, j 同

为正常返态。得证。

以上定理说明了

1. 常返态是一个封闭类。（若 i, j 互通，只要 i 为常返态则 j 必然为常返态）
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2. 在常返态内部，零常返态是一个封闭类（若 i, j 互通，只要 i 为零常返态，则 j 必然为零常返态，而不是

正常返态）、正常返态也是一个封闭类。

3. 常返态无法到达非常返态，但非常返态可以到达常返态。

5.3 离散 Markov 链的极限性质

5.3.1 p
(n)
ii 的极限性质

Markov 链基本极限定理

若状态 i 是周期为 d 的常返态，则 lim
n→∞

p
(nd)
ii =

d

µi

由此定理出发很容易得到三条推论：

1. 在 i 为常返态的情况下，i 为零常返态 ⇐⇒ µi = ∞ ⇐⇒ lim
n→∞

p
(n)
ii = 0

2. 在 i 为常返态的情况下，i 为正常返态 ⇐⇒ µi < ∞ ⇐⇒ lim
n→∞

p
(nd)
ii =

d

µi

3. i 为非常返态 ⇒ lim
n→∞

p
(n)
ii = 0

证明. 证明推论 1：若 i为零常返态，则 p
(nd)
ii → 0，当 m不是 d的倍数时，也有 p

(m)
ii = 0，综合起来有 p

(n)
ii → 0；

反之，若 p
(n)
ii → 0，如果 i 为正常返态，则 µi < ∞，用 Markov 基本极限定理知 p

(nd)
ii → d

µ1
> 0，矛盾！

证明推论 3：若 i为非常返态，则由常返态判别准则知
∞∑

n=0
p
(n)
ii < ∞，这个级数有限说明了求和项 p

(n)
ii → 0。

Markov 链基本极限定理提供了一个判断常返态/非常返态、零常返态/正常返态的方法

• 首先需要看
∞∑

n=0
p
(n)
ii 是 ∞ 还是 < ∞ 作出常返态还是非常返态的判断。

• 然后看 p
(n)
ii 的极限作出零常返态还是正常返态的判断。

5.3.2 p
(n)
ij 的极限性质

有关 p
(n)
ij 的极限性质，要考虑两件事

1. lim
n→∞

p
(n)
ij 是否存在

2. lim
n→∞

p
(n)
ij 是否与出发状态 i 和到达状态 j 有关

到达状态为非常返态/零常返态

若状态 j 为非常返态或零常返态，则对任意的出发状态 i ∈ S，有 lim
n→∞

p
(n)
ij = 0.

证明. 由首达分解定理知 p
(n)
ij =

n∑
l=1

f
(l)
ij p

(n−l)
jj ，从而对 N < n，有

p
(n)
ij =

n∑
l=1

f
(l)
ij p

(n−l)
jj ≤

N∑
l=1

f
(l)
ij p

(n−l)
jj +

n∑
l=N+1

f
(l)
ij
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由于 j 为非常返态或零常返态， lim
n→∞

p
(n)
jj = 0，故而两边令 n → ∞，

lim
n→∞

p
(n)
ij ≤

∞∑
l=N+1

f
(l)
ij → 0

这是因为 fij =
∞∑
l=1

f
(l)
ij ≤ 1，故

∞∑
l=N+1

f
(l)
ij → 0, N → ∞。由此 lim

n→∞
p
(n)
ij = 0

到达状态为正常返态

若状态 j 为正常返态，且 d(j) = 1，则如果 i ↔ j，则 lim
n→∞

p
(n)
ij =

1

µj
.

证明. 由首达分解定理知 p
(n)
ij =

n∑
l=1

f
(l)
ij p

(n−l)
jj ，从而对 N < n，有

N∑
l=1

f
(l)
ij p

(n−l)
jj ≤ p

(n)
ij =

n∑
l=1

f
(l)
ij p

(n−l)
jj ≤

N∑
l=1

f
(l)
ij p

(n−l)
jj +

n∑
l=N+1

f
(l)
ij

由于状态 j 为正常返态，故 lim
n→∞

p
(n)
jj =

d(j)

µj
。又 i ↔ j，故 fij = 1。两边令 n → ∞，

1

µj

N∑
l=1

f
(l)
ij ≤ p

(n)
ij ≤ 1

µj

N∑
l=1

f
(l)
ij +

n∑
l=N+1

f
(l)
ij

再令 N → ∞ 立刻知 lim
n→∞

p
(n)
ij =

1

µj
.

出发状态为非常返态，到达状态为正常返态

若状态 i 为非常返态，状态 j 为正常返态，i → j 且 d(j) = 1，则 lim
n→∞

p
(n)
ij =

fij
µj

.

证明. 由首达分解定理知 p
(n)
ij =

n∑
l=1

f
(l)
ij p

(n−l)
jj ，从而对 N < n，有

N∑
l=1

f
(l)
ij p

(n−l)
jj ≤ p

(n)
ij =

n∑
l=1

f
(l)
ij p

(n−l)
jj ≤

N∑
l=1

f
(l)
ij p

(n−l)
jj +

n∑
l=N+1

f
(l)
ij

由于状态 j 为正常返态，故 lim
n→∞

p
(n)
jj =

d(j)

µj
。又 i → j，故 fij < 1 有限。两边令 n → ∞，

1

µj

N∑
l=1

f
(l)
ij ≤ p

(n)
ij ≤ 1

µj

N∑
l=1

f
(l)
ij +

n∑
l=N+1

f
(l)
ij

再令 N → ∞ 立刻知 lim
n→∞

p
(n)
ij =

fij
µj

.
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由此，p
(n)
ij 的极限性质可以用下面这个流程图概括：

图 5: p
(n)
ij 的极限性质

有限状态 Markov 链的状态

有限状态 Markov 链中

1. 不会全为非常返态

2. 不会有零常返态

从而不可约有限 Markov 链的一切状态都是正常返的。

证明. 对于 1，假设 S = {1, · · · , N}中每个状态均为非常返态，则对于 i → j，总有 p
(n)
ij → 0，从而 lim

n→∞

N∑
j=1

p
(n)
ij =

0。然而恒成立
N∑
j=1

p
(n)
ij = 1，矛盾！假设不成立。

对于 2，假设 S 有零常返态 i，设 C 为零常返态 i 可达的所有状态的集合 C = {j : i → j}。因为 i 为 (零) 常返

态，由“常返态可达状态必互通”知 ∀j ∈ C，j ↔ i。因此 j 也为零常返态。进而 p
(n)
ij → 0，从而 lim

n→∞

N∑
j=1

p
(n)
ij = 0。

然而恒成立
N∑
j=1

p
(n)
ij = 1，矛盾！假设不成立，原命题得证。

[推论]：若 Markov 链有一个零常返状态，则必有无限个零常返状态。

5.4 离散 Markov 链的平稳分布

平稳分布 (Stationary Distribution)

对于 Markov 链，称概率分布 π = {π1, · · · , πi, · · · } 为平稳分布，若

π = πP
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即

∀j ∈ S, πj =
∑
i∈S

πipij

对于平稳分布，显然有

π = πP = πP2 = · · · = πPn

也就是说，X0, X1, · · · , Xn, · · · 的概率分布都相同。

遍历 Markov 链

称 Markov 链是遍历的，如果所有状态相通且均是周期为 1 的正常返状态。

极限分布 (Asymptotic Distribution)

对于遍历 Markov 链，称概率分布 π∗ = {π∗
1 , · · · , π∗

i , · · · } 为极限分布，若

π∗
j = lim

n→∞
p
(n)
ij

根据之前关于 p
(n)
ij 极限性质的论述，容易知道遍历 Markov 链的极限分布为 π∗ = { 1

µ1
, · · · , 1

µi
, · · · }。

平稳分布的存在性

对于不可约、周期为 1 的 Markov 链

1. 若它是遍历的，则 πj = lim
n→∞

p
(n)
ij > 0, j ∈ S 是平稳分布且是唯一的平稳分布 {πj =

1

µj
}。

2. 若状态都是非正常返的，或都是零常返的，则平稳分布不存在。

证明. 对于 1，能立刻推知 i, j 为周期为 1 的正常返状态，从而 πj = lim
n→∞

p
(n)
ij =

1

µj
。由于

∑
i∈S

p
(n)
ij = 1，那么

1 = lim
n→∞

∑
i∈S

p
(n)
ij =

∑
i∈S

lim
n→∞

p
(n)
ij =

∑
i∈S

πj

由 C-K 方程知

p
(n+1)
ij =

∑
k∈S

p
(n)
ik pkj

⇒ lim
n→∞

p
(n+1)
ij = lim

n→∞

∑
k∈S

p
(n)
ik pkj =

∑
k∈S

( lim
n→∞

p
(n)
ik )pkj

⇒πj =
∑
k∈S

πkpkj

从而 {πj , j ∈ S} 是平稳分布。假设另外还有一个平稳分布 {π̃j , j ∈ S}，则 π̃j =
∑

k∈S π̃kpkj，从而能在此基础
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上归纳得到 π̃j =
∑
k∈S

π̃kp
(n)
kj ，两边关于 n 取极限得到

π̃j = lim
n→∞

∑
k∈S

π̃kp
(n)
kj

π̃j =
∑
k∈S

π̃k( lim
n→∞

p
(n)
kj )

⇒π̃j =
∑
k∈S

π̃kπj = πj (
∑
k∈S

π̃k = 1)

这说明了 {πj , j ∈ S} 的唯一性。
对于 2，假设存在一个平稳分布 {πj , j ∈ S}，由 1 知

πj =
∑
k∈S

πkp
(n)
kj

由于 j 为零常返状态，因此 p
(n)
kj → 0，从而 πj = 0。这就矛盾了！平稳分布首先必须是一个概率分布，如果所

有的 j ∈ S 都有 πj = 0，显然构不成一个概率分布。假设不成立，原命题成立。

这个定理告诉了我们

• 当 Markov 链是不可约遍历链时，极限分布就是平稳分布，而且是唯一的平稳分布。

• 求解 Markov 链极限分布的方法：解线性方程组 π = πP 得到平稳分布，如果 Markov 链是遍历的，那么
极限分布就是平稳分布。

• 求解平均自返步数的公式：Markov 链是不可约遍历链时，µj =
1

πj
，其中 πj 是平稳分布。

极限分布不存在但平稳分布存在

极限分布与平稳分布不一定都存在！以下为一个反例说明极限分布不存在，但平稳分布存在。

设转移概率矩阵为 P =

[
0 1

1 0

]
，注意到 Pn =

P n为奇数

I n为偶数
，其极限分布不存在！但是求解

π = πP

立刻得知 π =

[
1

2

1

2

]
，因此该 Markov 链平稳分布存在。

（这是因为这个 Markov 链是不可约正常返但周期为 2 的，平稳分布 ̸= 极限分布）

5.5 离散 Markov 链模型的应用

5.5.1 群体消失模型 (分支过程)

考虑一个能产生同类后代的个体组成的群体。每一个体生命结束时以概率 pj(j = 0, 1, 2, 3, . . . ) 产生了 j 个

新的后代，与别的个体产生的后代个数相互独立。初始的个体数以 X0 表示，称为第零代的总数；第零代的后代

构成第一代，其总数记为 X1，第一代的每个个体以同样的分布产生第二代，· · ·，一般地，以 Xn 记第 n 代的

总数。此 Markov 链 {Xn, n = 0, 1, 2, . . . } 称为分支过程。现在假设群体是从单个祖先开始的，即 X0 = 1，则有

Xn =

Xn−1∑
i=1

Zn−1,i
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其中 Zn,i 表示第 n 代的第 i 个成员的后代的个数。我们关心这个 Markov 链的一些性质，包括期望 E(Xn)，方

差 Var(Xn) 和消亡概率 π0 等。

1. 期望：首先来考虑第 n 代的平均个体数 E[Xn]，对 Xn 取条件期望，有

E[Xn] = E[E[Xn|Xn−1]] = µE[Xn−1]

= µ2E[Xn−2] = · · · = µn

其中 µ =
∞∑
i=0

ipi 是每个个体的后代个数的均值。从而可以看出，若 µ < 1，则平均个体数单调下降趋于 0。

若 µ = 1，各代平均个体数相同。当 µ > 1 时，平均个体数按指数阶上升至无穷。

2. 方差：根据条件方差公式

Var(Xn) = E(Var(Xn|Xn−1)) + Var(E(Xn|Xn−1))

给定 Xn−1 后，Xn 正是 Xn−1 个独立随机变量的和，每个具有分布 {pj , j ≥ 0}。因此 E(Xn|Xn−1) =

µXn−1, Var(Xn|Xn−1) = σ2Xn−1，于是

Var(Xn) = E[σ2Xn−1] + Var[µXn−1] = σ2µn−1 + µ2Var(Xn−1)

根据此递推公式可以解出

Var(Xn) =


σ2µn−1 · 1− µn

1− µ
µ ̸= 1

nσ2 µ = 1

3. 种群消亡概率：下面就来考虑群体最终会消亡的概率 π0。对第一代个体数取条件，则

π0 = P{群体消亡}

=

∞∑
j=0

P{群体消亡|X1 = j} · pj

=

∞∑
j=0

πj
0pj

上面的第二个等式是因为群体最终灭绝是以第 1 代为祖先的 j 个家族全部消亡，而各家族已经假定为独

立的，每一家族灭绝的概率均为 π0。直观上，家族消亡与否与 µ 有关。在不考虑 p0 = 1 和 p0 = 0 的平

凡情况下（即家族在第零代后就消失或永不消失），我们有以下定理

群体消亡概率 (不考)

设 0 < p0 < 1，则群体消亡概率 π0 = 1 ⇐⇒ µ ≤ 1

考试不考. 令 F (x) =
∞∑
j=0

xjpj，则 F (x) − x = 0 在 (0, 1] 上至少有两个解 x = 1 和 x = π0。首先，当

x ∈ (0, 1] 时

[F (x)− x]′′ =

∞∑
j=2

j(j − 1)xj−2pj > 0
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因此 F (x)− x 在 (0, 1] 上是严格凸函数。另一方面，当 x ∈ (0, 1] 时

[F (x)− x]′ =

 ∞∑
j=1

jxj−1pj

− 1 ≤
∞∑
j=1

jpj − 1 = µ− 1

且 x = 1 时，[F (x)− x]′ = µ− 1，故 µ ≤ 1 ⇐⇒ F (x)− x 在 (0, 1] 上单调递减。而 F (x)− x 在 (0, 1] 单

调递减 ⇐⇒ 在 (0, 1] 上有且仅有一个解，因此解 x = π0 和 x = 1 重合，即 π0 = 1。

5.5.2 人口结构变化的 Markov 链模型 (考试不考)

考虑社会的教育水平与文化程度的发展变化，可以建立如下模型：将全国所有 16 岁以上的人口分为文盲、
初中、高中/中专、大学/大专、中级技术人才、高级技术人才、特级专家等 7 类，结构的变化为升级、退化（如
初中文化者会重新变为文盲）、进入（年龄达到 16 岁或移民进入）迁出（死亡或移民国外）。用

• (n1(t), n2(t), . . . , n7(t)) 表示在 t 年各等级的人数

• N(t) =
7∑

i=1

ni(t) 表示全社会 16 岁以上人口总数（简称为总人数）

• R(t) 表示第 t 年的总迁入人数

• W (t) 表示第 t 年的总迁出人数

• qij 表示每年从 i 级转为 j 级的人数在 i 级人数中的百分比

• wi 表示每年从 i 级迁出的人数在 i 级人数中的百分比

• ri 表示每年进入 i 级的人数在总人数中的百分比

准转移概率矩阵

Q = (qij)7×7

不是转移概率矩阵，只是一个准转移概率矩阵 (每行元素和 ≤ 1)

这是因为考虑当前该等级与这些人下一步的分流人数关系，我们可以发现

ni(t) = ni(t)wi + qiini(t) +
∑
j ̸=i

qijni(t)

⇒1 = wi +

7∑
j=1

qij

⇒
7∑

j=1

qij = 1− wi ≤ 1

回顾 Markov 链中概率转移的方式：P (Xn = j) =
∑
i

P (Xn = j|Xn−1 = i)P (Xn−1 = i)。注意到在 t+ 1, t 时刻，

某人属于等级 j 的概率可以用比例
nj(t+ 1)

N(t+ 1)
,
nj(t)

N(t)
近似，我们只要能找到类似于以下的关系

nj(t+ 1)

N(t+ 1)
=

7∑
i=1

pij
ni(t)

N(t)

就可以反过来推出转移概率矩阵 P = (pij)。配凑过程如下：注意到
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• 总人数关系方程 N(t+ 1) = N(t) +R(t)−W (t)

• 各层人数关系方程 nj(t+ 1) =
7∑

i=1

ni(t)qij + rjR(t)(注：不需要减去 wjnj(t)，因为通过 qjjnj(t)，我们已

经自动去除了离开等级 j 的人数)

于是可以得到比例关系方程

nj(t+ 1)

N(t+ 1)
=

N(t)

N(t+ 1)

(
7∑

i=1

ni(t)qij
N(t)

+
R(t)

N(t)
rj

)
假设总人口数不变，即 N(t) = N(t+ 1)，那么

R(t) = W (t) ⇒ R(t)

N(t)
=

W (t)

N(t)
=

7∑
i=1

ni(t)wi

N(t)

⇒ nj(t+ 1)

Nj(t+ 1)
=

7∑
i=1

qij
ni(t)

N(t)
+

7∑
i=1

rjwi
ni(t)

N(t)
=

7∑
i=1

(qij + rjwi)
ni(t)

N(t)

因此转移概率矩阵 P = Q+w⊤r，这里 r,w ∈ R1×7。由于 {ni(t), 1 ≤ t ≤ 7} 是一个不可约有限状态 Markov 链，
其存在唯一的极限分布，因此可以通过控制迁入比例 r/迁出比例 w 使得长时间后系统能达到某个预设的人口分
布。比如：假定给定一个想要的概率分布 π，

π = π(Q + w⊤r) ⇐⇒ r = (πw⊤)−1π(I − Q)−1

则可使系统的极限分布为 π。

5.6 连续时间 Markov 链

5.6.1 连续时间 Markov 链的定义与性质

连续时间 Markov 链

对于随机过程 {X(t), t ≥ 0}，S 是离散状态空间，若 ∀0 ≤ t0 < t1 < · · · < tn+1 以及 ik ∈ S, 0 ≤ k ≤ n+1，

有

P{X(tn+1) = in+1|X(tn) = in, · · · , X(t0) = i0} = P{X(tn+1) = in+1|X(tn) = in}

则称 {X(t), t ≥ 0} 为连续时间 Markov 链。

• 转移概率：∀s, t ∈ S，称条件概率 P (X(s+ t) = j|X(s) = i) = pij(s, t) 为在时刻 s 处于状态 i，经过时间

t 转移到状态 j 的转移概率。

• 时齐连续时间 Markov 链：若 pij(s, t) 与 s 无关，称 {X(t), t ≥ 0} 为时齐连续时间 Markov 链。简记转移
概率 pij(s, t) = pij(t− s)。

正则 Markov 链

我们称连续时间 Markov 链是正则的，如果它以概率 1 在任意有限时间内只能转移有限次。

接下来的部分全部讨论时齐、正则的连续时间 Markov 链。转移矩阵 P(t) = (pij(t))n×n 的性质与离散时间

Markov 链类似，有
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1. pij(t) ≥ 0, i, j ∈ S

2.
∑
j∈S

pij(t) = 1, i ∈ S

3. Chapman-Kolmogorov 方程: pij(t+ s) =
∑
k∈S

pik(t)pkj(s)，即 P(t+ s) = P(t)P(s)

4. pij(0) = δij，其中 δij =

1 i = j

0 i ̸= j
，即 P(0) = I(在转移时间 t = 0 内不可能从状态 i 转移到状态 j)

连续性条件

对于时齐连续时间 Markov 链，若

lim
t→0

pij(t) =

1 i = j

0 i ̸= j

则称 {X(t), t ≥ 0} 具有连续性条件。

• 连续性条件即为 lim
t→0

P(t) = I

下面指出几种常见的时齐连续时间 Markov 链：
Poisson 过程

根据 Poisson 过程 {N(t), t ≥ 0} 的独立增量性，∀s, t ≥ 0，有

P (N(t+ s) = j|N(s) = i,N(u) = nu, 0 ≤ u ≤ s)

=P (N(t+ s) = j|N(s) = i) =
(λt)(j−i)

(j − i)!
e−λt

因此 Poisson 过程是一个时齐连续时间 Markov 链。其转移概率矩阵满足

pij(t) =

P (N(t+ s) = j|N(s) = i) j ≥ i

0 j < i
=


(λt)(j−i)

(j − i)!
e−λt j ≥ i

0 j < i

Yule 过程 (Pure-birth 过程)

设群体中各个生物体的繁殖是相互独立、强度为 λ的 Poisson过程，并且群体中没有死亡。记 {X(t), t ≥ 0}
为群体中在 t 时刻的生物体总数，则 {X(t), t ≥ 0} 称为 Yule 过程。

设 X(0) = 1，状态空间为 S = {1, 2, · · · , }。当群体数目为 i 时，注意到所有生物体的繁殖过程是独立的

Poisson 过程，因此根据 Poisson 过程的可叠加性，所有生物体的繁殖过程是强度为 λi 的 Poisson 过程，
那么

P (X(t+ s) = j|X(s) = i,X(u) = nu, 0 ≤ u ≤ s)

=P (X(t+ s) = j|X(s) = i)) =
(λit)j−i

(j − i)!
e−λit
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所以 Yule 过程是一个时齐连续时间 Markov 链。接下来我们求解其转移概率：记 Ti(i ≥ 1) 表示群体从 i

增加到 i+ 1 所需的时间，那么 Ti ∼ Exp(λi)，则

P (T1 ≤ t) = 1− e−λt

P (T1 + T2 ≤ t) =

∫ t

0

P (T1 + T2 ≤ t|T1 = x)P (T1 = x)dx

=

∫ t

0

P (T2 ≤ t− x|T1 = x)P (T1 = x)dx

=

∫ t

0

(1− e−2λ(t−x))λe−λxdx = (1− e−λt)2

· · ·

P (T1 + · · ·+ Tj ≤ t) = (1− e−λt)j

注意到 {T1 + · · ·+ Tj ≤ t} ⇐⇒ {X(t) ≥ j + 1|X(0) = 1}，因此

P (X(t) = j|X(0) = 1) = P (X(t) ≥ j|X(0) = 1)− P (X(t) ≥ j + 1|X(0) = 1)

= (1− e−λt)j−1 − (1− e−λt)j

= (1− e−λt)j−1e−λt

也就是说在从 t 时间内由 1 个生物体转移至 j 个生物体的转移概率 p1j(t) ∼ Geom(e−λt)。要求 t 时间内

由 i 个生物体转移至 j 个生物体的转移概率 pij(t)，等价于求 i 个 i.i.d 的随机变量 p1j 的和，回顾

NB(k; r, p) =
r∑

i=1

Geom(k; p) =

(
k − 1

r − 1

)
prqk−r

于是

pij =

(
j − 1

i− 1

)
(e−λt)i(1− e−λt)j−i

5.6.2 转移速率矩阵

在离散Markov链中，成立 P(n) = Pn = en ln P，那么对连续时间Markov链，是否存在类似的关系 P(t) = etQ，

其中 Q 为与 t 无关的实数矩阵呢？如果上式存在，那么

P′(0) = lim
t→0

P(t)− P(0)

t
= lim

t→0

etQ − I
t

= Q

也就是说这样的参数矩阵 Q 实则是 P(t) 在 t = 0 处的 (右) 导数

• qij 反映目标在下一个很小的单位时间内从状态 i 转移到状态 j 的速率。

• qii 反映目标在下一个很小的单位时间内停留在状态 i 的速率。

基于这样的动机，我们定义转移速率矩阵
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转移速率矩阵

对于时齐连续时间 Markov 链，记 Q 为转移速率矩阵为满足如下条件的矩阵

lim
t→0

pij(t)− pij(0)

t
=


lim
t→0

pii(t)− 1

t
≜ −qii i = j

lim
t→0

pij(t)

t
≜ qij i ̸= j

[注]：Q 矩阵中的元素还可以等价表达为

pii(t) = 1− qiit+ o(t)

pij(t) = qijt+ o(t)

关于转移概率矩阵 Q，以下不加证明的指出 Q 中元素 qij 存在与否的定理:

转移速率矩阵的存在性

对于时齐连续时间 Markov 链，

• qii = lim
t→0

1− pii(t)

t
≤ ∞

• qij = lim
t→0

pij(t)

t
< ∞

下面介绍转移速率矩阵的性质：

1. qii 与
∑
j ̸=i

qij 的关系：

转移速率矩阵

对无限状态时齐的连续时间 Markov 链

0 ≤
∑
j ̸=i

qij ≤ qii

对有限状态时齐的连续 Markov 链，则

0 ≤
∑
j ̸=i

qij = qii < ∞

2. 保守性：对于有限状态时齐的连续时间 Markov 链，Q 是保守的：(从保守的定义和有限状态时齐连续时间
Markov 链的性质可以直接看出)

保守

若 qii =
∑
j ̸=i

qij < ∞，则称 Q 是保守的。

3. 连续时间 Markov 链的自反概率
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自反概率

对于正则的时齐连续时间 Markov 链，其转出去 (pij(t1)) 再转回来 (pji(t2)) 的概率是 t = t1 + t2

的高阶无穷小

证明. pij(t1) · pji(t2) = (qijt1 + o(t1))(qjit2 + o(t2)) ≤ qijqjit
2 + o(t) = o(t)

4. 连续时间 Markov 链自反概率的拆分

自反概率的拆分

规定在 t 时间内始终停留在状态 i 的概率为

pīi(t) = P (X(u) = i, 0 ≤ u ≤ t|X(0) = i)

则 t 时间内从状态 i 回到状态 i 的概率为

pii(t) = pīi(t) +
∑
j ̸=i

pij(t1)pji(t2) = pīi(t) + o(t)

其中 t = t1 + t2

证明. t 时间内从状态 i 回到状态 i 的概率 pii(t) 等于一直停留在状态 i 的概率 pīi(t) 加上在 t 时间内从

状态 i 转移到其他状态 j 再转回来的概率
∑
j ̸=i

pij(t1)pji(t2)。而后者已证明是 t 的高阶无穷小。

5. 连续时间 Markov 链的更新间隔

连续时间 Markov 链的更新间隔

假定时齐连续时间 Markov 链 {X(t), t ≥ 0} 在 0 时刻刚刚到达状态 i，记 τi 为在 i 停留的时间，则

τi ∼ Exp(qii)

证明. 首先先证明 τi 服从指数分布。因为

P (τi > t+ s|τi > s)

=P (X(u) = i, 0 ≤ u ≤ s,X(v) = i, s ≤ v ≤ s+ t|X(u) = i, 0 ≤ u ≤ s)

=P (X(v) = i, s ≤ v ≤ s+ t|X(s) = i)

=P (X(u) = i, 0 ≤ u ≤ t|X(0) = i) = P (τi > t)

因此 τi 具有无记忆性，这等价于 τi ∼ Exp(µi)。其中 µi 为指数分布的参数。接下来证明 µi = qii。因为

P (τi > t) = e−µit = 1− µit+ o(t)

又因为

P (τi > t) = P (X(u) = i, u ∈ [0, t]|X(0) = i) = pīi(t) = 1− qiit+ o(t)

对比系数知 µi = qii
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由于 τi ∼ Exp(qii)，那么在状态 i 停留的平均时长 E[τi] =
1

qii
，则

• qii = ∞ ⇒ 状态 i 为非常返态 (瞬过态)（过程一进入此状态就立即离开）

• qii = 0 状态 i 为吸收态（过程一旦进入此状态就永远停留在此状态）

5.6.3 Kolmogorov 微分方程

连续时间 Markov链的转移速率矩阵 Q 由转移概率矩阵 P(0) 唯一确定：Q = P′(0)；反之，Kolmogorov 微
分方程提供了由 Q 求 P(t) 的方法。

Kolmogorov 微分方程 (有限状态 Markov 链)

设 Q 为有限状态、时齐、连续时间 Markov 链的转移速率矩阵，P(t) 为其转移概率矩阵，

P′(t) = P(t)Q (Kolmogorov 向前方程)

P′(t) = QP(t) (Kolmogorov 向后方程)

改写为分量形式

p′ij(t) =
∑
k ̸=j

pik(t)qkj − pij(t)qjj (Kolmogorov 向前方程)

p′ij(t) =
∑
k ̸=i

qikpkj(t)− qiipij(t) (Kolmogorov 向后方程)

证明. 由 Chapman-Kolmogorov 方程，

pij(t+ s) =
∑
k∈S

pik(t)pkj(s)

两边关于 t 在 t = 0 处求导，得 Kolmogorov 向后方程

p′ij(s) =
∑
k∈S

p′ik(0)pkj(s) =
∑
k ̸=i

qikpkj(s)− qiipij(s) ⇒ P′(s) = QP(s)

两边关于 s 在 s = 0 处求导，得 Kolmogorov 向前方程

p′ij(t) =
∑
k∈S

pik(t)p
′
kj(0) =

∑
k ̸=j

pik(t)qkj − pij(t)qjj ⇒ P′(t) = P(t)Q

[注]：在 K-C 方程中，质点经过路径为 i
t−→ k

s−→ j。关于在“前面”的时间 t 求导得到“向前方程”，P(t) 在 Q 前
面；关于在“后面”的时间 s 求导得到“向后方程”，P(s) 在 Q 后面。

Kolmogorov 微分方程 (无限状态 Markov 链)

设 Q 为无限状态 (状态空间 S 可列)、时齐、连续时间 Markov 链的转移速率矩阵，P(t) 为其转移概率矩

阵，若 Q 是保守的，则

P′(t) = QP(t) (Kolmogorov 向后方程)
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在适当正则的条件下，成立

P′(t) = P(t)Q (Kolmogorov 向前方程)

Kolmogorov 方程求解 Poisson 过程的转移概率

根据 Poisson 分布的第二个定义

pk,k+1(h) = P (N(t+ h)−N(t) = 1|N(t) = k) = λh+ o(h)

pk,k(h) = P (N(t+ h)−N(t) = 0|N(t) = k) = 1− λh+ o(h)

从而转移速率矩阵中 Q 的元素为

qkk = qk,k+1 = λ

qk,k+j = 0 j ≥ 2

qk,k−j = 0 j ≥ 1

由 Kolmogorov 向后方程

p′ij(t) =
∑
k ̸=i

qikpkj(t)− qiipij(t) = qi,i+1pi+1,j(t)− qiipij(t)

在初始条件 pii(0) = 1, pij(0) = 0(j ̸= i) 下，解得

(1) 当 j = i 时，p′ii(t) = −λpii(t)，解得 pii(t) = e−λt

(2) 当 j = i+ 1 时，p′i,i+1(t) = λpi+1,i+1(t)− λpi,i+1(t) = λe−λt − λpi,i+1(t)，解得 pi,i+1(t) = λte−λt

(3)当 j = i+2时，p′i,i+2(t) = λpi+1,i+2(t)−λpi,i+2(t) = λ2te−λt−λpi,i+2(t)，解得 pi,i+2(t) =
(λt)2

2
e−λt

(4) 以此类推，当 i = j + n 时，pi,i+n(t) =
(λt)n

n!
e−λt

Kolmogorov 方程求解 Yule 过程的转移概率

由于 Yule 过程中祖先单一，故 X(0) = 1。当 t 时刻有 k 个生物体时，所有生物体的繁殖过程可以看作

强度为 λk 的 Poisson 过程，因此

pk,k+1(h) = P (X(t+ h)−X(t) = 1|X(t) = k) = λkh+ o(h)

pk,k(h) = P (X(t+ h)−X(t) = 0|X(t) = k) = 1− λkh+ o(h)

pk,k+j(h) = P (X(t+ h)−X(t) ≥ 2|X(t) = k) = o(h) j ≥ 2

pk,k−j(h) = P (X(t+ h)−X(t) < 0|X(t) = k) = 0 j ≥ 1

所以转移速率矩阵 Q 中的元素为

qk,k+1 = qk,k = λk

qk,k+j = 0 j ≥ 2

qk,k−j = 0 j ≥ 1
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根据 Kolmogorov 向前方程

p′ij(t) =
∑
k ̸=j

pik(t)qkj − pij(t)qjj = pi,j−1(t)qj−1,j − pij(t)qjj

⇒ p′ii(t) = −iλpii(t)

⇒ p′ij(t) = (j − 1)λpi,j−1(t)− jλpij(t)

在初始条件 pii(0) = 1, pij(0) = 0(j ̸= i) 下，我们希望证明 pij(t) =
(
j−1
i−1

)
(e−λt)i(1− e−λt)j−i。

(1) j = i 时，从 p′ii(t) = −iλpii(t) 容易解得 pii(t) = e−λit =
(
i−1
i−1

)
(e−λt)i(1− e−λt)i−i。

(2) j > i 时证明采取数学归纳法：设上述转移概率结论在 j − 1 时成立，即

pi,j−1(t) =

(
j − 2

i− 1

)
(e−λt)i(1− e−λt)j−1−i

则 j 时，

p′ij(t) = (j − 1)λpi,j−1(t)− jλpij(t)

= (j − 1)λ

(
j − 2

i− 1

)
(e−λt)i(1− e−λt)j−1−i − jλpij(t)

⇒ p′ij(t) + jλpij(t) = (j − 1)λ

(
j − 2

i− 1

)
(e−λt)i(1− e−λt)j−1−i

⇒ d
dt
(
ejλtpij(t)

)
= eλjt(j − 1)λ

(
j − 2

i− 1

)
e−λit(1− e−λt)j−1−i

= λ(j − 1)

(
j − 2

i− 1

)
eλ(j−i)t(1− e−λt)j−1−i

= λ(j − i)

(
j − 1

i− 1

)
eλ(j−i)t(1− e−λt)j−1−i

对上式两边关于 t 积分即得 pij(t) =
(
j−1
i−1

)
(e−λt)i(1− e−λt)j−i

Kolmogorov 方程求解生灭 (Birth-death) 过程的转移概率

设群体中所有生物体的繁殖是强度为 λi的 Poisson过程，同时所有生物体的死亡也是强度为 µi的 Poisson
过程。记 {X(t), t ≥ 0} 为群体中在 t 时刻的生物体总数，则 {X(t), t ≥ 0} 称为生灭过程。等价的定义也
就是

pi,i+1(h) = P (X(t+ h)−X(t) = 1|X(t) = i) = λih+ o(h)

pi,i−1(h) = P (X(t+ h)−X(t) = −1|X(t) = i) = µih+ o(h)

pi,i(h) = P (X(t+ h)−X(t) = 0|X(t) = i) = 1− (λi + µi)h+ o(h)

pij(h) = o(h) |i− j| ≥ 2
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所以转移速率矩阵 Q 中的元素为

qii = µi + λi

qi,i+1 = λi, qi,i−1 = µi

qi,j = 0 |i− j| ≥ 2

从而可以写出生灭过程的 Kolmogorov 向前向后方程

p′ij(t) = pi,j−1(t)λj−1 − pij(t)(µi + λi) + pi,j+1(t)µj+1 (向前方程)

p′ij(t) = µipi−1,j(t)− (µi + λi)pij(t) + λipi+1,j(t) (向后方程)

5.6.4 稳定状态下的状态概率分析

状态概率平衡方程

若 lim
t→∞

pij(t) 存在，记 Pj = lim
t→∞

pij(t) = lim
t→∞

P (X(t) = j|X(0) = i)(平稳分布)，则成立

qjjPj =
∑
k ̸=j

Pkqkj

证明. 由 Kolmogorov 向前方程

p′ij(t) =
∑
k≠j

pik(t)qkj − pij(t)qjj

由于 t → ∞ 时系统稳定，p′ij(t) → 0，于是在上式两边同时取 t → ∞ 得

0 =
∑
k ̸=j

Pkqkj − Pjqjj

这个定理其实表现的是一种“流量守恒”原理：注意到

• LHS qjjPj : 由于 qjj =
∑
j≠k

qjk 表示从状态 j 流出的速率，因此 qjjPj 可理解为状态 j 的流出率。

• RHS
∑
k ̸=j

Pkqkj : qkj 表示从其他状态 k ̸= j 流入状态 j 的速率，因此
∑
k ̸=j

Pkqkj 可理解为状态 j 的流入率。

如果系统处于平稳状态，那么系统中的流入率等于流出率，达到“统计平衡”。

M/M/S 排队系统

顾客的来到是参数为 λ 的 Poisson 过程，服务员数量为 s 个，每个顾客接受服务的时间服从参数为 µ 的

指数分布。遵从先来先服务，若服务员没有空闲就排队的原则，以 X(t) 记 t 时刻系统中顾客数目，则

{X(t), t ≥ 0} 是一个生灭过程（来到看作出生，离去看作死亡）

• 来到过程是恒定参数为 λ 的 Poisson 过程。
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• 离去过程是变参数为 µn 的 Poisson 过程。其中 µn 记系统中有 n 个顾客时的离去率

µn =

nµ 1 ≤ n ≤ s

sµ n > s

以下我们考虑 M/M/1 排队系统，即只有一个服务员的情况。我们关心这个系统的极限分布。记系统中恰有 n

个顾客的长程 (或极限) 概率为 Pn = lim
t→∞

P (X(t) = n)

• 比如说 P0 = 0.3 表示长时间下，系统中有 30% 的时间没有顾客，P1 = 0.2 表示系统中有 20% 的时间只
有一位顾客

图 6: M/M/1 排队模型

由于 µn = nµ 为定值，根据状态概率平衡方程，可以写出如下等式P0λ = P1µ n = 0

Pn(λ+ µ) = Pn−1λ+ Pn+1µ 1 ≤ n ≤ s

第一个等式是边界条件，表示流入状态 0 和流出状态 0 的速率相等；第二个等式是递推条件，表示状态 n 的流

入速率等于流出速率。容易解得
Pn

Pn−1
=

λ

µ
，那么 Pn = P0

(
λ

µ

)n

。由于
∞∑

n=0
Pn = 1，不妨记服务强度 ρ =

λ

µ
，

那么当 ρ ∈ [0, 1)，时，M/M/1 过程存在唯一的平稳分布

1 =

∞∑
n=0

Pn =

∞∑
n=0

P0ρ
n = P0

∞∑
n=0

ρn =
P0

1− ρ

⇒P0 = 1− ρ (系统空闲的概率)

⇒{Pj , j ∈ S} = {ρj(1− ρ)}j∈S
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6 鞅

6.1 鞅的定义与性质

鞅 (Martinagle) 的背景来源于赌博：赌博者对他在一系列赌博后获得最大期望收益的策略感兴趣。假设一
个赌博者正在进行一系列赌博，每次输赢的概率都是

1

2
。记 {Yn, n ≥ 1} 为每次赌博的结果，显然 {Yn} i.i.d. 且

P (Yn = 1) = P (Yn = −1) =
1

2
。如果赌博者采用的赌博策略依赖于前面的赌博结果，那么他在第 n 次时的赌博

策略 (即下注金额) 可以用下面的随机变量序列表示

bn = bn(Y1, Y2, · · · , Yn−1)

若赌赢则获利 bn，否则输掉 bn。设X0为该赌博者的初始赌资，则他在第 n次赌博后的赌资为Xn = X0+
n∑

i=1

Yibi。

赌博者关心在 n 次赌博后，第 n+ 1 次赌博的期望赌资，即

E[Xn+1|Xn] = E[Xn+1|Y1, Y2, · · · , Yn]

= E[Xn|Y1, Y2, · · · , Yn] + E[Yn+1bn+1|Y1, Y2, · · · , Yn]

注意到 Xn, bn+1 本身都由 Y1, · · · , Yn 决定，且 {Yn} i.i.d，因此上式可化为

E[Xn+1|Xn] = Xn + bn+1E[Yn+1|Y1, Y2, · · · , Yn]

= Xn + bn+1E[Yn+1]

= Xn

也就是说，对于公平赌博而言，赌博者在每次赌博后的期望赌资是不变的。任何赌博者都无法通过改变赌博策

略将公平赌博变为有利的赌博 (即 E[Xn+1|Xn] > Xn)。由此，我们引出鞅的概念。

鞅 (Martinagle)

设有两个过程 {Xn, n ≥ 0} 和 {Yn, n ≥ 0}，若对于任意 n ≥ 0，都有

1. E[|Xn|] < ∞

2. E[Xn+1|Y0, Y1, · · · , Yn] = Xn

则称 {Xn, n ≥ 0} 是关于 {Yn, n ≥ 0} 的鞅。

下面给出几种常见的鞅：

零均值独立随机变量和 (赌博)

设 {Xn, n ≥ 1} 为 i.i.d 序列，X0 = 0，且 ∀n ≥ 0, E[|Xn|] < ∞,E[Xn] = 0，则 {Sn =
n∑

i=1

Xi, n ≥ 0} 是

关于 {Xn} 的鞅。

证明. 1. 验证条件 1：E[|Sn|] ≤
n∑

i=1

E[|Xi|] < ∞
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2. 验证条件 2

E[Sn+1|X0, X1, · · · , Xn] = E[Sn +Xn|X0, X1, · · · , Xn]

= E[Sn|X0, X1, · · · , Xn] + E[Xn|X0, X1, · · · , Xn]

= Sn + 0 = Sn

加倍赌博

考虑如下赌注翻倍的公平赌博：记 Yn 为第 n次赌博的结果，P (Yn = 1) = P (Yn = −1) =
1

2
，Wn 为第 n

次赌博后所输/所赢的总金额，W0 = 0。每次抛硬币之前的赌注都比上一次翻一倍，直到赢了赌博即停。

则 {Wn} 是关于 {Yn} 的鞅。

证明. 值得注意的是，上述赌博具有突然停止的特点，|Wn| 从赢了之后起就不再变化 (最多只能赢 1 块钱)，即
P (Wn+1 = 1||Wn| = 1) = 1。下验证该过程满足鞅的条件：

1. 验证条件 1

E[|Wn|] = E[|Wn||Y1 = 1]P (Y1 = 1) + E[|Wn||Y1 = −1]P (Y1 = −1)

=
1

2
+

1

2
E[|Wn||Y1 = −1]

=
1

2
+

1

2
(E[|Wn||Y1 = −1, Y2 = 1]P (Y2 = 1) + E[|Wn||Y1 = −1, Y2 = −1]P (Y2 = −1))

=
1

2
+

1

2

(
1

2
+

1

2
E[|Wn||Y1 = −1, Y2 = −1]

)
=

1

2
+

1

22
+

1

22
E[|Wn||Y1 = −1, Y2 = −1]

= · · · = 1

2
+

1

22
+ · · ·+ 1

2n
+

1

2n
E[|Wn||Y1 = −1, Y2 = −1, · · · , Yn = −1]

=

(
1− 1

2n

)
+

1

2n
(| − 1− 2− · · · − 2n−1|)

=

(
1− 1

2n

)
+

1

2n
(2n − 1) = 2− 1

2n−1
< ∞

2. 验证条件 2: 如果第 n 次赌博赢了，那么 E[Wn+1|Wn = 1] = 1 = Wn，如果第 n 次赌博没赢

E[Wn+1|Wn < 0] = E[Wn+1|Wn < 0, Yn+1 = 1]P (Yn+1 = 1) + E[Wn+1|Wn < 0, Yn+1 = −1]P (Yn+1 = −1)

=
1

2
· 1 + 1

2
· (−2n+1 + 1) = −2n + 1 = Wn

无论如何都有 E[Wn+1|Wn] = E[Wn+1|Y1, · · · , Yn] = Wn

Polya 坛模型

坛子中有 b 只黑球，r 只红球，随机取出一只，把原球放回，并加进与抽出球同色的球 c 只。再摸第二

次，这样下去共摸了 n 次。记 Xn 为第 n 次抽取后坛子中的红球数，X0 = r，Mn 为第 n 次抽取后红球
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所占的比例，则 {Mn} 是关于 {Xn} 的鞅。

证明. 容易发现 {Xn} 为一个非时齐的 Markov 链，转移概率为

P (Xn+1 = k + c|Xn = k) =
k

nc+ b+ r

P (Xn+1 = k|Xn = k) =
nc+ b+ r − k

nc+ b+ r

从而第 n 次抽取后红球所占比例 Mn =
Xn

nc+ b+ r
。注意到

E[Xn+1|Xn = k] = (k + c)
k

nc+ b+ r
+ k

nc+ b+ r − k

nc+ b+ r

= k · c+ nc+ b+ r

nc+ b+ r

⇒ E[Xn+1|Xn] = Xn · c+ nc+ b+ r

nc+ b+ r

1. 验证条件 1：

E[|Mn|] =
1

nc+ b+ r
E[|Xn|] < 1 < ∞

2. 验证条件 2

E[Mn+1|X1, · · · , Xn] = E[Mn+1|Xn] = E
[

Xn+1

(n+ 1)c+ b+ r
|Xn

]
=

1

(n+ 1)c+ b+ r
E[Xn+1|Xn]

=
1

(n+ 1)c+ b+ r
Xn · c+ nc+ b+ r

nc+ b+ r

= Mn

故 {Mn} 是关于 {Xn} 的鞅。

6.2 上鞅与下鞅

鞅描述的是公平的赌博，而上鞅和下鞅分别描述了不利赌博 (即 E[Xn+1|Xn] ≤ Xn)和有利赌博 (即 E[Xn+1|Xn] ≥
Xn)。

上鞅

设有两个过程 {Xn, n ≥ 0} 和 {Yn, n ≥ 0}，若对于任意 n ≥ 0，都有

1. E[X−
n ] > −∞，其中 X−

n = min{0, Xn}

2. E[Xn+1|Y0, Y1, · · · , Yn] ≤ Xn

3. Xn 是 Y0, Y1, · · · , Yn 的函数

则称 {Xn, n ≥ 0} 是关于 {Yn, n ≥ 0} 的上鞅。
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下鞅

设有两个过程 {Xn, n ≥ 0} 和 {Yn, n ≥ 0}，若对于任意 n ≥ 0，都有

1. E[X+
n ] < +∞，其中 X+

n = max{0, Xn}

2. E[Xn+1|Y0, Y1, · · · , Yn] ≥ Xn

3. Xn 是 Y0, Y1, · · · , Yn 的函数

则称 {Xn, n ≥ 0} 是关于 {Yn, n ≥ 0} 的下鞅。

鞅/上鞅/下鞅的性质

1. {Xn, n ≥ 0} 是关于 {Yn, n ≥ 0} 的上鞅 ⇐⇒ {−Xn, n ≥ 0} 是关于 {Yn, n ≥ 0} 的下鞅。

2. {Xn, n ≥ 0} 是关于 {Yn, n ≥ 0} 的鞅 ⇐⇒ {Xn, n ≥ 0} 是关于 {Yn, n ≥ 0} 的上鞅和下鞅。

3. 设 {Xn, n ≥ 0} 是关于 {Yn, n ≥ 0} 的 (下) 鞅，则

(a) ∀k ≥ 0，E[Xn+k|Y0, Y1, · · · , Yn](≥) = Xn

(b) (期望单调递增) ∀0 ≤ k ≤ n，E[Xn](≥) = E[Xk](≥) = E[X0]

证明. 下证明性质 3 的 (a)(b)。对于 (a)：当 k = 0, 1 时由定义易知。设定理对于 k ≥ 1 时成立，则对 k + 1 时

E[Xn+k+1|Y0, · · · , Yn] = E[E[Xn+k+1|Y0, · · · , Yn+k]|Y0, · · · , Yn]

(≥) = E[Xn+k|Y0, · · · , Yn] (下鞅性质)

(≥) = Xn (归纳假设)

由数学归纳法知 (a) 对一切 k ≥ 0 成立。

对于 (b)：∀0 ≤ k ≤ n，由 (a) 知

E[Xn|Y0, · · · , Yk](≥) = Xk

对其取重期望公式得到

E[Xn] = E[E[Xn|Y0, · · · , Yk]](≥) = E[Xk]

类似地，E[Xk] ≥ E[X0]，故 (b) 对一切 0 ≤ k ≤ n 成立。

由上述性质容易看出看出下鞅列的期望是单调递增的，上鞅列的期望是单调递减的。在动态多期随机决策

应用中，这种基于期望的单调性，通常能帮助我们找到决策在平均意义上的最优值或上下界。
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6.2.1 鞅的凸变换

条件 Jensen 不等式

设 ϕ(x) 为 R 上的凸函数，随机变量 X 满足:

1. E[|X|] < ∞

2. E[|ϕ(X)|] < ∞

Y0, · · · , Yn 为独立随机变量序列，则

E[ϕ(X)|Y0, · · · , Yn] ≥ ϕ(E[X|Y0, · · · , Yn])

[注]：本质上就是 Jensen 不等式 E[ϕ(X)] ≥ ϕ(E[X]) 的条件形式。

鞅的凸变换

若 {Xn, n ≥ 0} 是关于 {Yn, n ≥ 0} 的鞅，ϕ(x) 为凸函数，且 ∀n,E[ϕ(Xn)
+] < ∞，则 {ϕ(Xn), n ≥ 0}

是关于 {Yn, n ≥ 0} 的下鞅。

[注]：鞅经凸变换变为下鞅，下鞅经凸变换仍为下鞅。
[注]：(·)2, e· 这些常见的变换都是凸变换。

证明. 由条件 Jensen 不等式，对于任意 n ≥ 0，有

E[ϕ(Xn+1)|Y0, · · · , Yn] ≥ ϕ(E[Xn+1|Y0, · · · , Yn]) = ϕ(Xn)

故 {ϕ(Xn), n ≥ 0} 是关于 {Yn, n ≥ 0} 的下鞅。

6.3 鞅的停时定理

停时 (stopping time)

称随机函数 T 是关于随机过程 {Xn, n ≥ 0} 的停时，若 T 在 {0, 1, · · · ,∞} 中取值，且

∀n ≥ 0, {T = n} ∈ σ(X0, X1, · · · , Xn)

即事件 {T = n} 是 {X0, X1, · · · , Xn} 的函数。

• 我们称 T 为随机函数而非随机变量，是因为 T 并不需要满足概率和为 1 的性质。

• 停时也被称为 Markov 时间，即事件 {T = n} 只依赖于 n 时刻之前的信息 {X0, X1, · · · , Xn}，而不依赖
于 n 之后的过程。

以下为停时的一些例子

1. 固定时间 T ≡ k 是停时。

2. 首达时间为停时。即过程 {Xn, n ≥ 0}首次达到某一状态空间子集 A的时间 T (A) = min{n ≥ 0 : Xn ∈ A}
是停时。因为首达时为 n 可以用如下方式表示：{T (A) = n} = {X1 /∈ A, · · · , Xn−1 /∈ A,Xn ∈ A}
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3. 对任何固定的 k，过程第 k 次到达某一状态空间子集 A 的时间 Tk(A) 是停时。

停时的初等性质

若 T1, T2 是关于 {Xn, n ≥ 0} 的停时，则 T1 + T2,min{T1, T2},max{T1, T2},min{T1, k}(k 为固定自然
数) 也是停时。

证明. 先证明下面的命题：以下三者等价

{T = n} ∈ σ(X0, X1, · · · , Xn) ⇐⇒ {T > n} ∈ σ(X0, X1, · · · , Xn)

⇐⇒ {T ≤ n} ∈ σ(X0, X1, · · · , Xn)

这是因为 {T ≤ n} =
n⋃

k=0

{T = k}，{T > n} = Ω− {T ≤ n}，{T = n} = {T ≤ n} − {T ≤ n− 1}，这三个集合

是互相控制的，所以一个属于 σ(X0, X1, · · · , Xn)，另外两个也属于 σ(X0, X1, · · · , Xn)。

基于此，我们证明停时的初等性质。因为

{T1 + T2 = n} =

n⋃
k=0

{T1 = k, T2 = n− k}

=

n⋃
k=0

{T1 = k} ∩ {T2 = n− k} ∈ σ(X0, X1, · · · , Xn)

{max{T1, T2} = n} = {T1 = n, T2 ≤ n} ∪ {T2 = n, T1 ≤ n} ∈ σ(X0, X1, · · · , Xn)

{min{T1, T2} = n} = {T1 = n, T2 ≥ n} ∪ {T2 = n, T1 ≥ n} ∈ σ(X0, X1, · · · , Xn)

{min{T1, k} = n} = {T1 = n} ∪ {T1 ≥ n} ∈ σ(X0, X1, · · · , Xn)

故 T1 + T2,min{T1, T2},max{T1, T2} 也是停时。

在引入鞅的停时定理前，我们先引入鞅的有界停时定理。设 {Mn ≥ 0} 为关于 {Xn, n ≥ 0} 的鞅，由先前停时
的性质知，若 T 为 {Xn, n ≥ 0} 的停时，则 T ∧ n = min{T, n} 也为 {Xn, n ≥ 0} 的停时，且此时成立 T ≤ n，

我们就称这样的 T 为有上界 n 的停时。

鞅的有界停时定理 (证明可以不会，但须知定理结论 & 应用)

设 {Mn ≥ 0} 为关于 {Xn, n ≥ 0} 的 (下) 鞅。T 为关于 {Xn, n ≥ 0} 的停时，则

E[MT∧n|X0](≤) = M0

E[MT∧n](≤) = E[M0]

[注]：换句话说，鞅在 (有上界的) 停时下的期望等于初始时刻的期望。

证明. (这里只证明第二个结论) 先引入一个引理

设 {Mn, n ≥ 0} 为关于 {Xn, n ≥ 0} 的 (下) 鞅，T 为关于 {Xn, n ≥ 0} 的停时，则 ∀n ≥ k，有

E[MnI{T=k}](≥) = E[MkI{T=k}]
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证明. 由全期望公式以及鞅/上鞅/下鞅的性质 3(a)

E[MnI{T=k}] = E[E[MnI{T=k}|X0, X1, · · · , Xk]]

= E[I{T=k}E[Mk|X0, X1, · · · , Xk]]

(≥) = E[MkI{T=k}]

接下来证明鞅的有界停时定理 (的第二个结论)。因为停时 T 有上界 n，当 T ≤ n 时 T ∧ n = T，当 T > n

时 T ∧ n = n，故

E[MT∧n] = E

[
n−1∑
k=0

MT I{T=k}

]
+ E

[ ∞∑
k=n

MnI{T=k}

]
= E

[
n−1∑
k=0

MT I{T=k}

]
+ E

[
MnI{T≥n}

]
= E

[
n−1∑
k=0

MkI{T=k}

]
+ E

[
MnI{T≥n}

]
(引理) = E

[
n−1∑
k=0

MnI{T=k}

]
+ E

[
MnI{T≥n}

]
= E[Mn(I{T≥n} +

n−1∑
k=0

I{T=k})] = E[Mn]

(鞅的性质 3(b)) = E[M0]

然而，许多问题并不满足 T ≤ n 这一严格条件，例如在赌博问题中，赌博者不能确定在某一确定的时刻 n

之前停止赌博，但可以保证这场赌博不会无限期的延续下去。因此我们将限制放松到 P (T < ∞) = 1(以概率 1
可以保证停止)，引入鞅的停时定理。

鞅的停时定理 (证明可以不会，但须知定理结论 & 应用)

设 {Mn ≥ 0} 为关于 {Xn, n ≥ 0} 的鞅。T 为关于 {Xn, n ≥ 0} 的停时，且满足

1. P (T < ∞) = 1

2. E[|MT |] < ∞

3. lim
n→∞

E[|Mn|I{T>n}] = 0

则有 E[MT ] = E[M0].

[注]：这是一个更强的结论，鞅在停时下的期望等于初始时刻的期望。

回顾一下之前介绍的“加倍下注赌博”的例子，我们已经证明了第 n 次赌博后的财富 {Wn, n ≥ 0} 是关于赌博
结果 {Yn, n ≥ 0} 的鞅。赢得赌博的时刻 T 为 {Xn, n ≥ 0} 的停时 (因为 T ∼ Geom(1/2))，那么是否成立
E[MT ] = E[M0]?

1. 条件 1 和条件 2 显然成立。
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2. 条件 3 不满足，因为

E[|Wn||I{T>n}] = E[|Wn||I{T>n}|T > n]P (T > n) + E[|Wn|I{T>n}|T ≤ n]P (T ≤ n)

= E[|Wn||T > n]P (T > n)

= (2n − 1)
1

2n
→ 1 ̸= 0

事实上，因为赌博最终以赢得 1 结束，E[WT ] = 1 ̸= 0 = E[W0]。

鞅的停时定理的条件 3: E[|MnI{T>n}|] → 0 有时难以验证，于是可以用一些包含条件 3 的、易验证的条件来代
替。首先我们要引入一致可积鞅的概念。

一致可积序列 (不考)

称一族随机变量 {Xn, n ≥ 0} 是一致可积的，若

lim
M→∞

sup
n≥0

E[|Xn|I{|Xn|>M}] = 0

• {Mn, n ≥ 0} 是关于 {Xn, n ≥ 0} 的鞅 + {Mn, n ≥ 0} 一致可积 ⇒ {Mn, n ≥ 0} 是关于 {Xn, n ≥ 0} 的
一致可积鞅。

鞅的停时定理 (一致可积条件)(不考)

设 {Mn ≥ 0} 为关于 {Xn, n ≥ 0} 的一致可积鞅。T 为关于 {Xn, n ≥ 0} 的停时，且满足

1. P (T < ∞) = 1

2. E[|MT |] < ∞

则有 E[MT ] = E[M0].

然而，一致可积条件也并不容易加以验证，故此处指出两条常用的、验证 {Xn, n ≥ 0} 是一致可积序列的充分
条件

1. 若存在 C < ∞ 使得 ∀n ≥ 0,E[X2
n] < C，则 {Xn, n ≥ 0} 是一致可积序列。

2. 设 {Mn, n ≥ 0} 是关于 {Xn, n ≥ 0} 的鞅，若存在非负随机变量 Y 满足 E[Y ] < ∞ 且 ∀n ≥ 0, |Mn| < Y，

则 {Mn, n ≥ 0} 是一致可积鞅。

6.3.1 下鞅最大值不等式 (考试不考不等式 & 不等式相关证明)

下鞅最大值不等式

设 {Xn, n ≥ 0} 是下鞅，且 ∀n ≥ 0, Xn ≥ 0，则 ∀λ > 0，有

λP ( max
0≤k≤n

Xk ≥ λ) ≤ E[Xn]

回顾 Markov 不等式

P (X ≥ λ) ≤ E[X]

λ
⇒ P ( max

0≤k≤n
Xk ≥ λ) ≤

E
[

max
0≤k≤n

Xk

]
λ
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由非负下鞅条件，有 0 ≤ E[Xk] ≤ E[Xn] ⇒ max
0≤k≤n

E [Xk] = E[Xn]，从而下鞅最大值不等式可转写为

P ( max
0≤k≤n

Xk ≥ λ) ≤
max

0≤k≤n
E [Xk]

λ

然而，由 Jensen 不等式

E
[

max
0≤k≤n

Xk

]
≥ max

0≤k≤n
E [Xk]

下鞅最大值不等式提供了一个更紧的上界，其不能由 Markov 不等式直接得到。

6.4 鞅收敛定理 (考试不考)

鞅收敛定理

设 {Mn, n ≥ 0} 是关于 {Xn, n ≥ 0} 的鞅，且存在常数 C < ∞ 使得 ∀n ≥ 0,E[|Mn|] < C，则存在随机

变量 M∞ 使得

lim
n→∞

Mn = M∞

鞅收敛定理

设 {Mn, n ≥ 0} 是关于 {Xn, n ≥ 0} 的一致可积鞅，则存在随机变量 M∞ 使得

lim
n→∞

Mn = M∞

且 E[M∞] = E[M0]。

6.5 连续鞅 (考试不考)

连续鞅

设 {X(t), t ≥ 0} 为一连续随机过程，记 Ft = σ(X(s), 0 ≤ s ≤ t)，若

1. ∀t ≥ 0，有 E[|X(t)|] < ∞

2. ∀s, t ≥ 0，有 E[X(t+ s)|Ft] = X(t), a.s.

3. ∀t ≥ 0，X(t) 是 Ft 可测的

则称 {X(t), t ≥ 0} 为鞅。

Markov 性

设 {X(t), t ≥ 0} 为一连续随机过程，记 Ft = σ(X(s), 0 ≤ s ≤ t)，若 ∀s, t ≥ 0

p(X(t+ s)|Ft) = p(X(t+ s)|X(t)), a.s.

则称 {X(t), t ≥ 0} 具有 Markov 性。
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[注]: 这与之前章节关于连续 Markov 链的定义是一致的，换句话说，∀t1 < · · · < tn，在给定 X(t1), · · · , X(tn−1)

的条件下，X(tn) 或条件概率密度 (或条件分布) 只依赖于 X(tn−1)，只是这里使用 σ 代数来描述 Markov 性。
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7 Brown 运动
7.1 Brown 运动的定义与基本性质

在介绍 Brown运动之前，有必要指出其和随机游走的关系。考虑一直线上的简单的、对称的随机游动，设质

点每过 ∆t时间就随机地以概率 p =
1

2
向左或向右移动 ∆x。记 Xi =

1 向右

−1 向左
，那么 E[Xi] = 0,Var(Xi) = 1。

t 时刻质点的位置 X(t) 可以表示为

X(t) = ∆x

[t/∆t]∑
i=1

Xi

于是

E[X(t)] = 0,Var(X(t)) = ∆x2

[t/∆t]∑
i=1

Var(Xi) =

[
t

∆t

]
∆x2

我们认为质点是随机的连续运动的，即 ∆t → 0，注意到

• 如果 ∆x = k∆t，则当 ∆t → 0 时，Var(X(t)) ∼ ∆t → 0，从而 X(t) = 0 a.s.，即质点的位置几乎处处时
刻为原点。

• 如果 ∆x = k(∆t)
1
3，则当 ∆t → 0 时，Var(X(t)) ∼ 1

(∆t)
1
3

→ ∞。这意味着质点在有限时间内可以远离出

发点无穷远，这种情况对于连续运动的粒子显然不合理。

• 如果 ∆x = k
√
∆t，则当 ∆t → 0 时，Var(X(t)) → k2t。这样质点的位置的方差是 t 的线性函数，这种情

况是合理的。

我们沿用 ∆x = k
√
∆t 的假设，另一方面，注意到 X(t) = ∆x

[t/∆t]∑
i=1

Xi 是 i.i.d. 的随机变量和，于是当 ∆t → 0

时，依中心极限定理，当 ∆t → 0 时，

[t/∆t]∑
i=1

∆xXi − 0

k
√
t

d−→ N (0, 1) ⇐⇒ X(t)
d−→ N (0, k2t)

Brown 运动就基于这样的背景，它可以被看作是步长为 c
√
∆t 的随机游走的极限。

Brown 运动 (Brownian Motion)

若随机过程 {B(t), t ≥ 0} 满足

1. B(0) = 0

2. {B(t), t ≥ 0} 有平稳独立增量

3. ∀t, B(t) ∼ N (0, σ2t)

则称 {B(t), t ≥ 0} 为 Brown 运动，其中 σ 为常数。

不失一般性，接下来全部讨论 σ = 1 的标准 Brown 分布。Brown 运动有以下更加明确的等价定义：
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Brown 运动

若始于 x 的随机过程 {Bx(t), t ≥ 0} 满足

1. 路径的连续性：B(t) 是关于 t 的连续函数

2. 独立增量：∀0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn, B(t1), B(t2)−B(t1), · · · , B(tn)−B(tn−1) 相互独立

3. 平稳增量：∀0 ≤ s < t,B(t)−B(s) ∼ N (0, t− s)

则称 {Bx(t), t ≥ 0} 为 Brown 运动。

[注]：容易知道始于 x 的 Brown 运动都可以转化为始于 0 的 Brown 运动 B(t)，即 B(t) = Bx(t) − x，这称为

Brown 运动的空间平移不变性。
Brown 运动增量的偶数阶矩

Brown 运动增量的二阶、四阶矩为

E[(B(s+ t)−B(s))2] = t,E[(B(s+ t)−B(s))4] = 3t2

证明. 回顾：服从 N (0, t) 的随机变量 X 的 k 阶矩为

E[Xk] =

0, k为奇数

(k − 1)!!t
k
2 , k为偶数

代入公式易知 E[(B(s+ t)−B(s))2] = t,E[(B(s+ t)−B(s))4] = 3t2。

Brown 运动的二阶变差

对任意 [0, t] 上的分割 0 = t0 < t1 < · · · < tn = t，δn = max
1≤i≤n

(ti − ti−1)，定义 Brown 运动的二阶变差为

Sn(t) = lim
δn→0

n∑
i=1

(B(ti)−B(ti−1))
2

Brown 运动二阶变差的收敛性

Brown 运动二阶变差 Sn(t) 均方收敛于 t，即

lim
δn→0

E[(Sn(t)− t)2] = 0

证明. 令 ∆ti = ti − ti−1，∆B(ti) = B(ti)− B(ti−1)，则 ∆B(ti) ∼ N (0,∆ti)。根据此前 Brown 运动增量的偶
数阶矩的结论

E[(∆B(ti))
2] = ∆ti,E[(∆B(ti))

4] = 3(∆ti)
2
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于是

E[Sn(t)] =

n∑
i=1

E[(∆B(ti))
2] =

n∑
i=1

∆ti = t

Var[Sn(t)] =

n∑
i=1

Var[(∆B(ti))
2] =

n∑
i=1

E[(∆B(ti))
4]− (E[(∆B(ti))

2])2

=

n∑
i=1

3(∆ti)
2 − (∆ti)

2 =

n∑
i=1

2(∆ti)
2 ≤ 2δn

n∑
i=1

∆ti

= 2tδn → 0

因此

E[(Sn(t)− t)2] = Var[Sn(t)− t] = Var[Sn(t)] → 0

7.2 Gauss 过程

Gauss 过程

如果对于任何 n ≥ 1, t1, · · · , tn，随机向量 (X(t1), · · · , X(tn)) 服从多元正态分布，则称 {X(t), t ≥ 0} 为
Gauss 过程。

Brown 运动是 Gauss 过程

Brown 运动 {B(t), t ≥ 0} 是 Gauss 过程。

证明. ∀n ≥ 1, t1, · · · , tn，B(t1), · · · , B(tn) 都可以表示为独立的正态随机变量

B(t1), B(t2)−B(t1), · · · , B(tn)−B(tn−1)

的线性组合，从而 B(t1), · · · , B(tn) 服从多元正态分布，从而 {B(t), t ≥ 0} 是 Gauss 过程。

Brown 运动的数字特征

1. {B(t), t ≥ 0} 是 Brown 运动 ⇒ E[B(t)] = 0,Cov(B(s), B(t)) = min{s, t}

2. {B(t), t ≥ 0} 是 Brown 运动 ⇐ {B(t), t ≥ 0} 是满足 E[B(t)] = 0,Cov(B(s), B(t)) = min{s, t}，且
样本轨道连续的 Gauss 过程

证明. 只证明 (1) 的协方差公式成立。对于 s < t

Cov(B(s), B(t)) = Cov(B(s), B(s) +B(t)−B(s))

= Var(B(s)) + Cov(B(s), B(t)−B(s)) = s

对于 t < s，同理可得 Cov(B(s), B(t)) = t。
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Brown 运动关于时间步 t 的积分

求
∫ 1

0

B(t)dt 的概率分布。这里
∫ 1

0

B(t)dt 表示 Riemann 积分。

解. 首先要明确为什么
∫ 1

0

B(t)dt 是一个随机变量。实际上，其完整定义为
∫ 1

0

B(t, ω)dt，因此 B(t, ω) 关于 t

积分后是一个关于样本点 ω 的随机变量。又因为 B(t) 是处处连续的，因此其 Riemann 积分必存在。

对 [0, 1] 作任意分割 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1，记 ∆ti = ti − ti−1, δn = max
1≤i≤n

∆ti，则

∫ 1

0

B(t)dt = lim
δn→0

n∑
i=1

B(ti)∆ti

我们已知 B(t) 关于 t 的 Riemann 积分必存在，故取 ti =
i

n
，则

∫ 1

0

B(t)dt = lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

B

(
i

n

)

注意到 B(
i

n
) ∼ N (0,

i

n
)，因此

∫ 1

0

B(t)dt 必为零均值正态随机变量。

Var(
∫ 1

0

B(t)dt) = Cov
(∫ 1

0

B(t)dt,
∫ 1

0

B(s)ds
)

= E
[∫ 1

0

B(t)dt
∫ 1

0

B(s)ds
]

= E
[∫ 1

0

∫ 1

0

B(t)B(s)dtds
]
=

∫ 1

0

∫ 1

0

E[B(t)B(s)]dtds

=

∫ 1

0

∫ 1

0

min(s, t)dsdt = 1

3

所以
∫ 1

0

B(t)dt ∼ N (0,
1

3
).

7.3 Brown 运动的 Markov 性和鞅性 (考试不考)

Brown 运动的鞅性质

设 {B(t), t ≥ 0} 为 Brown 运动，则

1. {B(t), t ≥ 0} 为鞅。

2. {B2(t)− t, t ≥ 0} 为鞅。

3. ∀u, exp
(
uB(t)− 1

2
u2t

)
为鞅。

证明. 由 Brown 运动的独立增量性知，B(t+ s)−B(t) 与 Ft = σ(B(s), 0 ≤ s ≤ t) 独立，从而对任意函数 g，有

E[g(B(t+ s)−B(t))|Ft] = E[g(B(t+ s)−B(t))]
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对于 (1)

E[B(t+ s)|Ft] = E[B(t+ s)−B(t) +B(t)|Ft]

= E[B(t+ s)−B(t)|Ft] + E[B(t)|Ft]

= B(t) + E[B(t+ s)−B(t)] = B(t) 得证

对于 (2)，首先 E[B2(t)] = t ⇒ E[|B2(t)− t|] = 0 < ∞，再注意到

E[B2(t+ s)|Ft] = E[(B(t+ s)−B(t) +B(t))2|Ft]

= E[(B(t+ s)−B(t))2|Ft]
2 + E[B2(t)|Ft]− 2E[B(t)(B(t+ s)−B(t))|Ft]

= E[(B(t+ s)−B(t))2] +B2(t)− 2E[B(t)]E[B(t+ s)−B(t)]

= s+B2(t)

⇒ E[B2(t+ s)− (t+ s)|Ft] = s+B2(t)− (s+ t) = B2(t)− t 得证

对于 (3)，首先根据 B(t) ∼ N (0, t)的矩母函数知 E[exp(uB(t))] = exp( tu
2

2
)，于是 E[| exp(uB(t))− tu2

2
|] = 0 <

∞，再注意到

E[exp(uB(t+ s))|Ft] = E[exp(uB(t+ s)− uB(t) + uB(t))|Ft]

= exp(uB(t))E[exp(uB(t+ s)− uB(t))] = exp(uB(t)) exp(su
2

2
)

⇒ E[exp(uB(t+ s)− 1

2
u2(t+ s))|Ft] = exp(uB(t)) exp(su

2

2
) exp(−1

2
u2(s+ t)) = exp(uB(t)− 1

2
u2t) 得证

Brown 运动的 Markov 性

设 {B(t), t ≥ 0} 是 Brown 运动，则 {B(t), t ≥ 0} 具有 Markov 性。

证明. 不妨利用分布函数 FX(x) 与矩母函数 ϕ(t) 一一对应的性质来证明这一点。对于任意 s < t，有

E[exp(uB(t+ s))|Ft] = E[exp(uB(t+ s)− uB(t) + uB(t))|Ft]

= E[exp(uB(t))|B(t)] · E[exp(uB(t+ s)− uB(t))|B(t)]

= E[exp(uB(t+ s))|B(t)]

Ft 条件下 {B(t), t ≥ 0} 的矩母函数和 B(t) 条件下相同，所以 {B(t), t ≥ 0} 具有 Markov 性。

7.4 与 Brown 运动有关的概率分布

7.4.1 首次击中 x 的时刻 Tx

首次击中 x 的时刻 Tx 的概率分布

记 Tx = inf{t : B(t) = x, t ≥ 0}，则当 B(0) = 0, x > 0 时，

P (Tx ≤ t) = 2P (B(t) ≥ x) = 2

(
1− Φ(

x√
t
)

)
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证明. 考虑在 t 时刻之前是否击中过 x

P (B(t) ≥ x) = P (B(t) ≥ x|Tx ≤ t)P (Tx ≤ t) + P (B(t) ≥ x|Tx > t)P (Tx > t)

(1) 若 t 之后首次击中 x，则 t 时刻 B(t) 的位置一定小于 x，即 P (B(t) ≥ x|Tx > t) = 0。

(2) 若 t 之前首次击中 x，则 t 时刻 B(t) 的位置一定大于 x 的概率为
1

2
(因为 B(t) ∼ N (0, t))，即 P (B(t) ≥

x|Tx ≤ t) =
1

2
。

所以 P (B(t) ≥ x) =
1

2
P (Tx ≤ t)，即 P (Tx ≤ t) = 2P (B(t) ≥ x) = 2

(
1− Φ(

x√
t
)

)
。

Brown 运动的常返性

P (Tx < ∞) = 1,E[Tx] = ∞

[注]: Brown 运动以概率 1 击中 x，但它的平均时间是无穷，这类似于 Markov 链中的零常返态：fjj = 1，但

µj = ∞。故上述性质也称为 Brown 运动的常返性。

证明. 当 x > 0 时，

P (Tx ≤ t) = 2P (B(t) ≥ x) =
2√
2πt

∫ ∞

x

e−
u2

2t du =
2√
2π

∫ ∞

x√
t

e−
u2

2 du

又注意到 {Tx < ∞} =
⋃
t>0

{Tx ≤ t}，且事件集 {Tx ≤ t} 单调递增，根据概率的下连续性知，P (
⋃
t>0

{Tx ≤ t}) =

lim
t→∞

P (Tx ≤ t)。从而

P (Tx < ∞) = lim
t→∞

P (Tx ≤ t) =
2√
2π

∫ ∞

0

e−
u2

2 du = 1

对 P (Tx ≤ t) =
2√
2πt

∫ ∞

x

e−
u2

2t du = 2

(
1− Φ

(
x√
t

))
关于 t 求导可得

fTx(t) = −2Φ′
(

x√
t

)
x

−2t
3
2

=
1√
2π

e−
x2

2t
x

t
3
2

=
x√
2π

t−
3
2 e−

x2

2t

而

E[Tx] =

∫ ∞

0

P (Tx > t)dt =
∫ ∞

0

(
1− 2√

2π

∫ ∞

x/
√
t

e−
u2

2 du
)

dt

=
2√
2π

∫ ∞

0

(√
π

2
−
∫ ∞

x/
√
t

e−
u2

2 du
)

dt = 2√
2π

∫ ∞

0

∫ x/
√
t

0

e−
u2

2 dudt

=
2√
2π

∫ ∞

0

e−
u2

2 du
∫ x2/u2

0

dt = 2x2

√
2π

∫ ∞

0

1

u2
e−

u2

2 du

≥ 2x2

√
2π

∫ ∞

0

1

u2
du = ∞

当 x < 0 时，由对称性易知 Tx 与 T−x 同分布，此时

P (Tx ≤ t) =
2√
2π

∫ ∞

−x√
t

e−
u2

2t du

fTx(t) =
−x√
2π

t−
3
2 e−

x2

2t , u > 0

类似仍能得到 P (Tx < ∞) = 1,E[Tx] = ∞ 的结论。
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Brown 运动最大值最小值的分布

若 x > 0，则

{ max
0≤s≤t

B(s) ≥ x} ⇐⇒ {Tx ≤ t}

若 x < 0，则

{ min
0≤s≤t

B(s) ≤ x} ⇐⇒ {Tx ≤ t}

[注]：当 x > 0 时，P ( sup
0≤s≤t

B(s) ≥ x) = P (Tx ≤ t) = 2P (B(t) ≥ x)，这也被称为 Levy 等式。

证明. 根据 Brown 运动的连续性，x > 0 时，t 之前的最大值大于等于 x ⇐⇒ t 之前击中 x；x < 0 时，t 之前的

最小值小于等于 x ⇐⇒ t 之前击中 x。

Brown 运动处处不可导 (考试不考)

对于 Brown 运动 {B(t), t ≥ 0}，∀t0 ≥ 0

P

(
lim sup
t→t0

B(t)−B(t0)

t− t0
= +∞

)
= 1

证明. 只需证 ∀c > 0，有

P

(
sup

t0≤t≤t0+δ

B(t)−B(t0)

t− t0
≥ c

)
→ 1, δ → 0

事实上，由 Levy 等式，P ( sup
0≤s≤t

B(s) ≥ x) = 2P (B(t) ≥ x)，那么

P

(
sup

t0≤t≤t0+δ

B(t)−B(t0)

t− t0
≥ c

)
≥ P

(
sup

t0≤t≤t0+δ
B(t)−B(t0) ≥ cδ

)
= 2P (B(t)−B(t0) ≥ cδ)

= 2
1√
2π

∫ ∞

c
√
δ

e−
u2

2 du → 1, δ → 0

7.4.2 arcsin 律与 arccos 律

Brown 运动至少一次越过横轴的概率

设 {Bx(t), t ≥ 0} 为始于 x 的 Brown 运动，则 Bx(t) 在 (0, t) 中至少有一个零点的概率为：

|x|√
2π

∫ t

0

u− 3
2 e−

x2

2u du

证明. 若 x < 0，令 A = {∃u, s.t. Bx(u) = 0, u ∈ (0, t)}，则
A ⇐⇒ 从 x 出发，t 之前击中 0
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⇐⇒ 从 0 出发，t 之前击中 −x

⇐⇒ {T−x ≤ t} ⇐⇒ {Tx ≤ t}，所以 P (A) = P (Tx ≤ t) =
−x√
2π

∫ t

0

u− 3
2 e−

x2

2u du.

若 x > 0，类似地可得 P (A) = P (Tx ≤ t) =
x√
2π

∫ t

0

u− 3
2 e−

x2

2u du

Brown 运动的 arccos 律

设 {By(t), t ≥ 0} 为 Brown 运动，则 By(t) 在 (a, b) 中至少有一个零点的概率为
2

π
arccos

√
a

b
。

证明. 仍然令 A(a, b) = {∃u, s.t. B(u) = 0, u ∈ (a, b)}，则可以先确定 a 时刻的位置，再考虑穿越。且注意到

B(a) ∼ N (0, a)，于是

P (A(a, b)) =

∫ ∞

−∞
P (A(a, b)|B(a) = x)fB(a)(x)dx

=

∫ ∞

−∞
P (A(0, b− a)|B(0) = x)fB(a)(x)dx (Markov 性)

=

∫ ∞

−∞

(∫ b−a

0

|x|√
2π

u− 3
2 e−

x2

2u du
)

· 1√
2πa

e−
x2

2a dx

=
2√
2πa

∫ ∞

0

x√
2π

e−
x2

2a

∫ b−a

0

u− 3
2 e−

x2

2u dudx

=
1√
aπ

∫ b−a

0

u− 3
2

∫ ∞

0

xe−x2( 1
2a+ 1

2u )dxdu

=
1√
aπ

∫ b−a

0

u− 3
2

au

a+ u
du

=

√
a

π

∫ b−a

0

u− 1
2

a+ u
du =

2

π
arccos

√
a

b

Brown 运动的 arcsin 律

设 {By(t), t ≥ 0} 为 Brown 运动，则 By(t) 在 (a, b) 没有零点的概率为
2

π
arcsin

√
a

b
。

证明.

P (没有零点) = 1− P (至少有一个零点)

= 1− 2

π
arccos

√
a

b
=

2

π
arcsin

√
a

b

7.5 Brown 运动的变体
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7.5.1 Brown 桥

在许多实际问题中，往往是在指定 X(0) = x 和 X(t0) = y 的条件下，研究中间过程的情形，即 {X(t), 0 ≤
t ≤ t0|X(0) = x,X(t0) = y} 的性质。考虑标准 Brown 运动 {B(t), t ≥ 0}, B(0) = 0，记

X(t) = B(t) + x+
t

t0
(y − x−B(t0))

容易发现过程 {X(t), t ≥ 0} 的任何路径必经过 (0, x) 和 (t0, y)，就好像“一座桥的两端”一样。通过坐标变换，

可以将 t 规范到 [0, t0] = [0, 1] 上，且 X(0) = 0, X(1) = 1

X(t) = B(t)− tB(1)

Brown 桥

设 {B(t), t ≥ 0} 为 Brown 桥，令

B∗(t) = B(t)− tB(1), 0 ≤ t ≤ 1

则称 {B∗(t), 0 ≤ t ≤ 1} 为 Brown 桥。

[注]：Brown 桥也是 Gauss 过程，因为
B∗(t1)

...
B∗(tn)

 =


B(t1)

...
B(tn)

−B(1)


t1
...
tn


Brown 桥的数字特征有

1. E[B∗(t)] = 0

2. ∀0 ≤ s, t ≤ 1, Cov(B∗(s), B∗(t)) = min{s, t} − st

证明.

E[B∗(t)] = E[B(t)− tB(1)] = 0

Cov(B∗(s), B∗(t)) = E[B∗(s)B∗(t)]

= E[(B(s)− sB(1))(B(t)− tB(1))]

= E[B(s)B(t)]− sE[B(1)B(t)]− tE[B(1)B(s)] + stE[B(1)B(1)]

= min(s, t)− 2st+ st = min(s, t)− st

Brown 桥的等价定义

设 {B∗(t), t ≥ 0} 为 Gauss 过程，且 ∀0 ≤ s, t ≤ 1, E[B∗(t)] = 0,Cov(B∗(s), B∗(t)) = min{s, t} − st，则

{B∗(t), t ≥ 0} 为 Brown 桥。
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7.5.2 有吸收值的 Brown 运动

有吸收值的 Brown 运动

若 x > 0，令

Z(t) =

B(t), t < Tx

x, t ≥ Tx

则称 {Z(t), t ≥ 0} 为有吸收值 x 的 Brown 运动。

显然 Z(t) 是混合型随机变量，我们考虑其分布函数 FZ(y) = P (Z(t) ≤ y)

1. y > x 时，FZ(y) = P (Z(t) ≤ y) = 1

2. y = x 时，FZ(y) = P (Z(t) = x) = P (Tx ≤ t) =
2√
2πt

∫ ∞

x

e−
u2

2t du

3. 0 < y < x 时，

P (Z(t) ≤ y) = P (B(t) ≤ y, Tx > t)

= P (B(t) ≤ y)− P (B(t) ≤ y, Tx ≤ t) (到过 x 且 t 时刻小于 y)

= P (B(t) ≤ y)− P (B(t) ≥ 2x− y, Tx ≤ t) (到达 x 后下降 x− y ⇐⇒ 到达 x 后上升 x− y)

= P (B(t) ≤ y)− P (B(t) ≥ 2x− y) (因为 B(t) > 2x− y 能推出 B(t) > x)

(所以 {B(t) > 2x− y} ⊂ {B(t) > x} ⊂ {T (x) ≤ t})

= P (B(t) ≤ y)− P (B(t) ≤ y − 2x) (Brown 运动对称性)

=
1√
2πt

∫ y

y−2x

e−
u2

2t du

综上

FZ(y) =


1, y > x

2√
2πt

∫ ∞

x

e−
u2

2t du, y = x

1√
2πt

∫ y

y−2x

e−
u2

2t du, 0 < y < x

图 7: 带吸收值 x 的 Brown 运动
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7.5.3 在原点反射的 Brown 运动

在原点反射的 Brown 运动

若 {B(t), t ≥ 0} 为 Brown 运动，定义

Y (t) = |B(t)|, t ≥ 0

为在原点反射的 Brown 运动。

考虑其分布函数 FY (y) = P (Y (t) ≤ y)

FY (y) = P (Y (t) ≤ y) = P (−y ≤ B(t) ≤ y)

= P (B(t) ≤ y)− P (B(t) ≤ −y) = 2P (B(t) ≤ y)− 1

=
2√
2πt

∫ y

−∞
e−

u2

2t du− 1

7.5.4 几何 Brown 运动

几何 Brown 运动

若 {B(t), t ≥ 0} 为 Brown 运动，定义

X(t) = eB(t), t ≥ 0

为几何 Brown 运动。

根据正态随机变量 B(t) ∼ N (0, t) 的矩母函数 E[euB(t)] = e
1
2u

2t，我们可以求几何 Brown 运动的数字特征：

1. E[X(t)] = E[eB(t)] = e
1
2 t

2. Var(X(t)) = E[e2B(t)]− E[eB(t)]2 = e2t − et

几何 Brown 运动常用来建模相对变化为 i.i.d. 随机变量的过程，例如股票价格。设 X(n) 为 n 时刻股票的价格，

我们认为收益率
X(n)

X(n− 1)
= R(n), n ≥ 1 是 i.i.d 的。不妨设 X(0) = 1，则

X(n) =
X(n)

X(n− 1)
· · · X(1)

X(0)
X(0) = R(n) · · ·R(1)

⇒ lnX(n) =

n∑
i=1

lnR(i)

当 n → ∞，由中心极限定理知 lnX(n) → N (0, n)，其中假设 µ = E[lnR(i)] = 0, σ2 = Var[lnR(i)] = 1。于是

{lnX(n), n ≥ 0} 渐进为 Brown 运动，股价 {X(n), n ≥ 0} 渐进为几何 Brown 运动。
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