
Brounian Motion

P (B(2)≤0) = 交

P (BL0) ≤0 , B(7≤0, B (2)≤0)= P (B 11)≤0, B12) ≤0)
= P<B(1) ≤

0
,
B
( 1)+ B (21-B11) ≤0)

=1oP (B+
(

B2)-B11))≤ 0| BC1)=x)fp()(x)dx

=S品 P (B12) - B ( 1)≤-x) φ (x>dx

≡ S品正tx) ψ (x>dx = {品 ((-⑦(x)d画x)

=一 ) |品=主一主(併o) =立京骂

B1+(TM+B1+P) = (4 ,32
,…= ab

E [aτb]= â ε[b] =
Vanlo^h) = aTlarlb) a= (4,32, )("

, 1})=30
: B 11)+B(2 )+B3)" B (4) ~ N(0, 30)



B1年]

B 1Y 41+Bi+ B(141+p1 ) =( 4 ,32 )(之1- B1#311- B1到← a^b B(()- B1年)
∴ε[a+b]= 0

,

VarlaTb)= a> (bVaa =(4 , 3 ,2 ,n 唯出手制= 7. 5
∴ B 1市) +B (Ʃ)+B(年) + B ( 1 ) ~ l(0

,
7 .5)

说明S 。" B(+\dt~ N (o,方)

了
。

dto≤古些作BH.<tn
=1Bctiti)
(左=
二元前

<
ti=ti- t5+= B

1 卡), 其中 B 1緣,
我

因此 So
"

B(t)dt ~N (0
,
D)

Varfo'
B
(t)dt)=Cov(So

"

B(t1de , S.
"
Bis)ds)

= E(So
"
B(t)dt So

' Bisids]- E(S.B 1t)dt]E (S。' Bis) d]

=ESSi'1B1t )Bis )deds ] =5 .'1 %'ECB1 +Bis] dtds
= 5。 "

}
。min(s, tldsdt=25。otsdsdt =立

t
≥dt ={t 3 )%号

⇒ S。
"

B(+1dt ~N(0
,
号 )

→ P ( 。"BH1 d+>= p
1%B+

) >2) = 1 正1



(注了 : 用 Bwm运由建模此随机分殊

n
B (t) ~ N (0,t)

第局( t=n)到第0 局(t4000)
B* (t)没有与 xo相交的才概率为篇… …

…
…; P = 言 arsinvo = 完 ansihroz

0

Y(t) ~ N∞
,
52t)

P (Y(1 )≥ 011 (住) =σ)= P(((1)((Ʃ)2 -Y 1位) |Y 1位)=σ)
= P (Y <)-( (Ʃ) ≥ -σ) ( (~ (Ʃ) Nπ立5)
= 1-P( <(" -Y(Ʃ) ≤ -σ)
=|- P (

(
)-Y(立]

≤)=| 一( vz)≈ ⑦ (√Ʃ)σƩ

M (+1-B( 1t) =0)
①当 x70时

,

P B( s )- B 1t)≥x)=p (ms≤eB( s1-B1t)() =x)
记u=t- s ε[

o
,t

] . 则由于 B(s ) -B(t ) 与 B\u ) =B1t-s) 同分布
P (m∵sceB 1- B(t1 )≥x ) =p (muctB(u) →x) = P( Tx ≤ u)
而 p (1B(t)|>λ= 2 P (B 1t12 x)

,

= 2P( B(u)2x)

因此 (B1t11 与MaxBis1-BHossst 同分布 !



<B(t)

① 当 Xco时 P ( | B(t)|≤x)=0
,
N

p (M(t)-B(t)≤x) = P (mεtB( s)≤
B (t)+x ) =0

,
两者也相果

当 ×心时 p(mit) ≤x) = P (Tx≤t)= 2P(B(t)≥x)
二 5e一哭du

有相同的分克
p (ms≤t(Bis)-B1t) >a) ,( U=tsε( o,t],则由于B 1s)-B(t)与 B 1ts) )

= P (mu=tB(u)> a )= 2 P (B( t> a ) = 2 P ()
=2( 1 -或老)

X(t) = (-1)
Nlt1
+ (Blet ) -B(1) ←A(t) ++M

(
, 且A(t

)
,H )M相互独立

Gv(X(t) , X1t+s))= bu ( Alt )+Bi
,
A (t+s)+Blt+s1)

= Gu( ht),
A
(t+s))+ov(B (t),B 1t+s))

关于 bvlA(t1
, A(tts)) ;

E (A(t)A(t+s]=ε (H )N)
,(- H)NLt+s1]=E [(-1) H"

(t)
lteshNNtHen*]

=E[(-1) N(t) (-1) N(t+s)
- N(t)

, (+)
W(t]

=ε( (-1)
Ract)

(-+ )
N(t+s)-N(t) ] =ε((-1

)N(tes )-Nct

]

∞

一言
。

P ( N (t+s)- Nit) =n) , (+)
n



= 言 e
-水州"=哈 e-λ s (- = e- →忘 (

= e
- ds
,
e -s = e

-
2λs

ε[A(t] =
"

P( ƩNt)=n)(+
)

" =合e- t世 (- 1 )
"
= e

-

2北

们o

; b (A (t)
,
A (t+s))=e

-

2λs
-

e
-2*

, e
-2λt+s)=ε

2λ≥
e
=4λt2xs

关于 ωv ( (t)
,

M MItes)
5EC( e)M( t+s)]M= Bε[( (et)- tB)(Blet+3)_ -(t+s )B1)]
= E(Blet) Bletes) - tis) Blet) B( 1) - tBletes) BL)
+t(t+s )B(
ij意到EEBlet)Bletes1]=mim |et,etes|=et

(BrounianMotion协方差的 Gv (B(t) , B 1s)) =minls,t1 )⇒ E [B(+)B(s)]=mim|s ,t]
⑦ E [Blet)]=

因此bl
,

Mit) 1tes1)=M minlet
,
etts) - ti$ minlet

,
eol

- tminlet+s, C0) + t(t+s) minle
0

,
eol

= et-tt- t + t(t+s)
≡ et - 2t - sttRtts

因此 60(x(t)
,
X(t+s)) = 60 (A(t)

,
A(trs)) + ov ( B(t), Blt+s)

4λt-2λS
≡ e

-2λs
_ e

+ fet_2t-stt2tts



(1) 之前已证S 。B 1+>dt~ N(0,号), BU)~ NO , D
ou ( So

"

B 1t) dt
,
B ( 1 ))= E [S。"3(t)dt . BI]

=ε [S。"B(t)B>dt]=S 0' E (B(t)B11)] dt
=}。

'
min |t, 17 dt = S。

'
tdt=Ʃ

因此 E =湿
P(U<B(t)<v,π<t)

(2) P (U<B 1#<U |x<t)= P(Tx<t)

这与带吸收 Bom的运动的推导有并曲同工之妙)
n
X一uU

2X-U .

: :
…

w
. PluBraku ,Txct)=P (2x-V<B (t) <2X-u ,Tx<t)

因为 { 2X-KB1H<2x-U)⇒ ] B(t) >2xv]
衣壬 7

⇒| B(t)>×|⇒1Tx <t]
故而 (2x-v<B 1+><2X-UIE { Tx<tl

那么P ( U <B1t)<V | Tx<t) = P (2X-V<B1τ1 < 2x-U , Tx<t)

P(Tx <t)
P (2x-0<B(t) <2x-u)

=
正(*± ) 一⑦( 2* )

=

P(Tx<t)
2( 1-≈(*》





⑬



Martingale

DElsn |= E|Ʃxi|← 2ε[xi] <的 =Snil
一

PE(Sn+N1Xn]=ECSntXn) X .Xn]= ε [Sn| X .….Xn] +ε[Xn]=Sn+Xn

DElun1] =( ε[|wnl |Y1 =]P( Y= ] +ε[ Iun| Y 1= ]P(Y=)
= 1文 + 交(E[ \unl | Y= 1 ,[=+)P ( E= 1]+

E[ 1n ||k=
,
Y 1 =
-1) P( k=-+ ))

=定+(位+交ε[lwn|| Y2= -
1
,Y=1)

二立十年 + - …+字 n +☆ E [ (ωnl |Yn = - 1,{F-]
= 高十年+ … ←+|+ -2… …2叫
= 注+( 意 ]̂+= 1 -→2 ^-1)=2 <2<b

③ 赢了时总金额必然为( -1 -2… …2
^^)+ 2^= 1

规则根据E (wn+| wn=1 ]|=Wn, 即
E[ Wn+|Y1.[n]=un ,

而 ε [wp | wn <o] = E (hn+|wnco,Yn+ 1= ] 主
+ E(Wn+|wnco,Yn+1=-1]. Ʃ



= 交 ωn (+2) +Ʃ(ωn-zn ) =Wn , 即ECWn +|Y.n] =wn
Y1 K

YK 丫

证明WnI是关于1Yl的鞅央

Wn=※ Bi( i ⇒(Wn+|Y1 ,(n]=ElYEBi+Yn+ 、Bn +|Y ,.Yn]
= WnTECYnHIBnt 1 IY .in] - Wne BnE [Yn+| Y.n]
≡ Wnt Bn+10 = Wn

p

1

— —=Mkktc)=birenckp(Yhyt<(h=1 k )=btrinad
An=incMarlerGan

btrtnc 一

D
E

[Xn+| Xn]
E[Mn+| ..Xn]= E (Yh

州

b+r+(n+) c (X.Xn ] =b+r+ (n+11c

由于 E[Xn+|×n=k]= k+) venctk .btrtncts一b 1 rtnc

≡
(ck +btrenc)(K- Kk=b+ r((nt)] K

btrtMc btrtnc
因此 btrt( (n+1)c) Xn |

E

(Mn|X1… , ×n]= b+r+hc 'b+r+(n+1)
x=renc= Mn



EEIXn]
⑦ε [M] = btrtnc <|<∞ ,

∴ ] Mn)是关于 lxn)的鞅

要求 ;

验证为什么 T不是停时 ? P 1凹
ε[ wn2}Tm1] || = Elwn1131Tin]n )tlwnlPlpn )Inik]

= E [ Iwn 1 IT凹PLT凹
=| 1 -2|☆ 上 →以之后才停下 ,

(n+∞) = (zn-1). 站 →1# 0还没赢全输
们

() 证明 (Mn)是关于 lxnl的鞅
,并求 ECMT], ECT]

DP (T<∞) = fa0+faN = 1
Pf : (1)考虑停时定理 ② E[ IM 1 ] ≤ N <∞

③ε[ ×n|{T>n>]=εl (×m 1 |T>n] p (T>n)
(因为 P([∞)= 1

,
故∞ P(T>n)=0) ≤ NP(P>n)→

:满足停时定理⇒ E[XT] = E[X0] =a
而 ε[xτ] = YE[ | XT=N] P ( XT=N)+ε[X+| XT÷] P (T =0)

a= NP (XT=N) ⇒ P (M=N)=先

Pf : (2
)
,ECMIB =ECIXRnI ] ≤NEn<∞(]

MntXoE[ .
×n] = E [Xn+R

|

X 0.. ×n] - (n+1)



= Elxn|x0(n ].Ʃ+ε[ (λn+)|0….Xn] Σ)- ( n+)
= E [ 立 Xnixn芝+ 主xn

^
-如性 (X0- λu] -λ+1 )

= E ( 并Xn|× 0.…×n]- (M+1) = Xn≥-n= Mn
. ,Mn|是 {{xn)的鞅 , 阶数更高

考虑停时定理 1σ P (<∞) = 1 √
可以证明P (Pn)≤Cp"

_
> 0

DEIMTIJ [ ≤N4Tc∞ → 0.0)

⑤ EC IIMnln1]= ( Nin), P (pn),0

( ) DECMn+| S0 … , Sn] = E [( f- ]sn+| 90.…, Sn]
=|sn+p + ( 等 )snt.( lp)
= ).( 3+ 借 )”, 最 (州 =7sn =Mn
σε[ Mn1]= E [)sn) ≤)Mc ∞l 固定P, N 时)

别
∴ }Mn)为关于 lsnl的



(2) 由鞅的停时定理 E[ST]=ε[s0] =a,

同时E [ST]=E [ST| ST:0]P (ST0)+ E [ S,| ST=N]P (ST=N),
⇒ a = NP ( ST = N) ⇒ P ( ST= N) = 岳

⇒ P ( ST = 0) = 1 -先

部满足吗 ? P (T<∞) = Fao + fan= 1

ECSII ] ≤ N<∞
E [ ISn | I}T>n]] = E[Sn |T>n] P(T>n)

≤ NP(T>n)→ 0

∴部满足革央停时定理条件)

( Doob)
DE[En+| Y0. … ,

h] = E(E[X )Y0.,IM+ ]Y0.n]
= E [X |Y0.[n] = Zn

DE [ |En1 ] = E[ IE[×1Y0 im| ]
≤E[

E

[|11 Y0…[n]] = E[|×1 ] <∞
:飛是关于n|的鞅Gosa

不jm



用鞅央的性质
降下标

E(UK-Uke)(Uk-Uk,1]
=E[ UKUK - UKVKe - UKeUk tUKeUicn]
注意到 E[UUKVK- ] =E[E[UKt

1
Y 0.Yky]] = E[UKeUK+]

E[UK+VK] = EEE [ UKH90 .{k+]]= E [Uc+Vk-]
因此 ECUUc+)(UK- Uk+]
= E[ UKVK - 2

.

Uk+Uke + UkeUk+]
= E[UKUc -UceUk]

从而 E[ ( l -UaUcn)(Uk-ta-1) ] -EI
忌

UKtkUaVae]





公
关键一步 : E[ 9飛1]= {9-fi(k) dYk={品giY /dYk=1
σε[In 1 ] =ε[ Ig1k )] = 芯 ε [g ]= I<D

DE(Xn+|Y.n ] =E [
茲 gIYin]

二 g …^
E

[g(
州,[| Y,…n]

=
芯"glI= n

: |×n]为关于IYn)的鞅

Yn+tUnifl 1 ∴ . ]書ε[州m] ==些ε(|Yn+l | n } =
变⇒ E[ )冷

Xn+ 1=2n *亞州( 器 ) =2 ^ 亞( 災 ) .2( )
D = 2×n (

-慌 )
E[Xn+| Y0 ,n]=2 E[×n( “ 1| Y % ,Yn]

= 2×nE[11 Yn]=Xn
③ E[] = E [ E[ IXnl| Y 0 ,.,[mm]]= E [ 1Xmil]
以此类推 : E[ |×n 1] =E[ |X01]= 1 <的

。 …{xn川是关于了 Yn们的中央



DEXM [ |Y…Yn ] =ε[eλ
(
Y1+,Yn]一是λz0=+λ州 Ʃλ30=) |YYn]

= Xn E[e
λ(u+1 - Ʃλ>52 | Y1n]

N0 ,σ
2) = Xn . e

- Ʃλ<52 E [ex(n+]
正分民矩母函数: E [eλ2] = e主λ=

rz

,又Yn+~ N 10, 5
^]

∴ .E(Xn +|Y[n]= Xn . e
-Ʃx20

≥

e {
λ2σ2=Xn

σ E[ (Xn 1] = E[|X。 1] = 1 <∞
: 7λn|为关于们的革央 Xn=Yn-Ymy为鞅差序列

鞅差序列为零均值
不相关序列

E [竟 ×i | X0
,
…
λn}=管2 ⇒ E[Xn+|×0 .λn}= 0FDEIN*

不妨 (zicj , 则 i≤j+ ,
显然XiεrlXo. . Xir) ≤σ( X0, . Xji]

E[Xi×5] = E[ E[Xi×5 |×0. .λj+]]=ε(Xi ε lXi|X0.λjr} ] =

D E[Mn+ 1|X1λn]=E [(m1t1
)-
"
etsn ,mit)9 , etxn+ |X…n]

=mi)netsnmit Eretm"] = Mn
“

品(t)

@ E[Mn] = E[ M0] =E[ 1,
et0]=|<∞

.

v



没 zn, i 为第n代第二个个体的生育个体数则 E[ En
,
i] =µ

如 = 笑 Ent
, i

i=|

E[ Xn |×m ]= 忘 ME [Zm ,
i]=µXm

DE [Mu| X 0. ,λn] =E [
μ-州 Xn+| X0 . Xn] =|µ- (n+"E[Xn1 |Xn]

= M
-en+

) ,quXn =µnxn=Mn

① E[ IMn 1] = E [ IM01 ]= E[X0]=|<∞ 。



Markov Chain

護溢器”=" 3=Yg
1kK

Q 立
5 D

苦rk
D

0 感应⑨

≈√ 12 , 3 ,4,
5 ,川

疗

正常返 fii=1 , µ<∞, 互通 i→ j
. ()=kf,=

?=
2 fi|>>=0 … ⇒ f 11 = 1

状志 4为非常返

]—产至心p=
0 h 么 (
kohc 3

Yb以(
*

0

D 1
Ool 0

0 1π3π4十
⇒ (π

,
π以 T 13.π4)=(年午系1



0*“
”

品
“

4

到达志 : 2 个非常这零常返 ? X
正常这于 d|=I⇒ 出发志与正常这非常这个 :武

∴ emm 的P5
m
) =

座52

这是个周期为 1,正常这限状忘Marv链⇒ 通历链
⇒平稳分布π 座
解担方” 二高 π o+π、十年 π4+元艹 15

πF 号0 +亨π+ 它T5 |π 0=1=π4=T50

i 亚二年π2&+ 年π4→ 5# (
π2+3
=

王
3二年2+ 秀π3+ 它π5
π4
= 年π4 + 它5

15二年π4+ 它 π5 別三 9
T

[ O+π1+ T 12+T3+ T π14+π5=1
2

55=它 ,f 我= 市我” x ()
∴ M2=言二海 555=Ʃ 區fii ^= 元(1+ 年 + )它库

二年<l
⇒ 5为非常返忘 ! !(可以更快看出,只有4.5互通 ,和其他都不互通)



[0 ,
1 , 2 , 31均为正常这点, < 4 . 51 非常返

我P5 jfjz=i( foztfizTfzz+ fsetfezefir)=坑 (0+0+|+ 1+ 54z+f52)
(类似首达分解定理国 ⇒ 5552= 2+ fez

fez= 虎 p4jfjz= * ( f0z+ f22+f42+ f52)
三年(O+( + faz+ 552) ⇒ 3f42= 1+f5z

解得箱 Σ⇒ 品 P >zm = 最x位二岸

此MarHov为链遍历链 π=应这里 Yn= [λn+ ,
λn)是六组

P (= i , λ n+1= j )| ( × n+=k ,Xn=e1)
π itt ,不可能P( X

i
,Xn *=j )11xn =|sXn=e))=0

⑦ i= e
,
P (X (

i
,Xn+=j ) |×n =k

,
Xn=i))

= P( Xn≡i, Xn+= j , Xmm =k)

P (Xm =〈, Xn=i)
= P ( Xn+= j|Xm=k,Xn = i) = p/ λn" = j |×n: i) =Pii

即Y| ,
n≥1 |=λ×n ,

λn) , n≥ 1川的转称概率 P(k(kij=为 Pij

极很概率: P 1Yn=( i,j) | Y 1
= (k,(1)= P ( Xn+=i ,Xn= j| X0=k,λ1=t)



P(Xmn=i ,λn = j
,

X0=ls X1= ( )
= P (X0=|k X1 = ()

=
P (λm=
i ,Xn= j , X0=k X=e)P ( X0=k ,X1=l ,XM =i)

P (X0= k , X 1
= [

,
Xmm =i

)

p (X0=kX 1
=l)

= P (×n =j | Xm = i , Xo=s , X= l) , P (Xm =i | Xo=k , X = ()
= Pij . Pki

'n")
→ Pij Ti( nM∞)

0 = 点: 甲工
,

⇒ 已一工

l
O 0

时00

名 。 →
P2

P
2(
"+P②

)
= ptrp (甲赢结束) 甲=2

P 1
,-

2
+(
" P1-
2)
= O (乙晶经束) 乙=2⇒甲 = -2

∴βo
3)
= 哥

p=“”]



1 0. 60 0
.
06 0

.04 ]P= 品20
%

… ⇒ 10.25 , 0.
3
, 0.35 ,0, DP=( 0. 62, 0. 16, 0 . 18, 0.04)

0ow 0.20 0
. lo 0 .50 半年后 A的份额为 620b !

显然 θ iεs=1o, 1, 2 . 1互通只需证Kits非周期 , 正常这即可
不妨取 i=0, 注意到 500

"
= Y 2f01= {, f 0。3

)=
立3.

∴ :δ0
i
" =(位

" ,那么f0 =流fo^=== 1
, 旦

µ= no0)= n ( 位M=∠ -器 → 2 <D
,

∵ O为正常这忘
自这步数集 ; ? n; Po0(m>>0|= 1 I

,

2
,
3. 1 ⇒ d (0)=I

.

D

术女当 p满足什么中时 O为常这忘 ?0为非常这忘 ?

③ p
=之时

,
求戶器,止时 O为什么忘 ?

③ P=高日支求的Po, 时O 为什么忌 ?



… ①⑥ y ^

Pd^
n

…
显然 Poin

"
=0

,

心
D 8

P0
。^
) =(h ),p

)mpn些@<ni) <1mirp"

根据 Stiruy公式, ni ~ nh 芝
e^π

,从而

器 : 2nrn芝( ) e
-2nƩπ 22n+≡ e

-znπn芝——
~酱(n +芝e

-^Ʃπ)2 =

nzn*e -2n2π——Ʃπ

∴ Po。
>~
4

(1p)( p)
" D

π ,
由于 P(1-p) ≤ 年

,

女当 p =立时 Po0
=m"
^而

,

⇒Σ P0("= n → O为常这点
n= 1

⑦当 o<p< 1且 P#拉时雪 QcLoD
∞

Po0
cn) ~ 器 ⇒ 各 Po

("
<∞→ O为非常这忘

③ P= 之时 , p00
(zm)
→0

,
止n为零常这忘(Po0""0, Ʃ Poo^"→∞)

③ P=亨时 , Po02
m)
→>

0
,业时n为非常这是 (P0

kn
→0
,
ƩPo"

"
<∞)

根据 C-K定理 pcn)= pm
对 P作牛转还值分解: detP -λI( 0

µ

det ( P-λ2)=|
“

唉星×|= 1↑)(5q.λ) -pq
=|-q. 小P+pq+ 州 λ+qλ+λ2p&
=λ2 + (p+q-2) λ+ 1-p-q

C= P+q-2)≡4( 1- (p+q1 ) =PHEF-4(P+E) H 4-4 -(PE



; λ=
-(p+ε-21± P ) 1 成p-q

求解牛正向量Px =x⇒1 - P) x1+PX2 = X 1 ⇒ X 1
=X2 # V= ( ! ]] qX 1 + (1-q)λ2=Xz

Px =(1-↑q|x ±|)x
+PX =1-Pq *1 ⇒ Px2+qX10=) V= (星 )

qX1 + (1q)x2= (1p-g)X2

)p =(i … = Qnat

災
;µ

ut=sr
」("“sl

)1

冰嘰
」,

Gumopo。"':… Pi0
"
=庇 →()iimnusPoi"-Gus β1iin
)
=府

d i ☆ Piin= p, Pi, i+= 1p. Poo= 1
, Pn =1

设fiin 为从i元赌本到N元的概辛则 f0,N= 0
Ji
,N=qfil ,Nepfi+, N了

fw,N=λ ,



Ji
,n
= fiex( 1p)+fi+, N-

P ⇒ p (fi+1, N -fi, n)= ( 1p) (fin- fie,n)
⇒ fip

,N
- fi,N ≡fi,n-fi+ ,N) |≤i≤N十

从而 52n - fiN = 告 ( f ,N - f0, n)
f3.N- fzN = 号 ( f= ,a -fn)= ( P,N -fo, n)
…

fa,n -fN+N = ] N> 1 f 1 , w -f0, N)
⇒ fi+1 . n - f, x = f .,n ( ( 号)+…+ (÷)i )

①若 q=p=Ʃ则 fi+1 ,n = f,N ( i+1)

不若 q±P ,Yfit , N =5 , π(
"

]
Ri=N- 1. 则女乐p=立时fNN = 51NN ⇒ f1N = 坑

1 -%
①qP时 , δa,n = f1N .| -ε )N ⇒ 51 ,N = 1-% )

∞

1-p

综上 : 50, N 卡P
=mm

—=台 “ 磊np#啦 ,
jiy

当输的报率>的概率赢 p时 ,
fi, n =(/p

)^
,赌本越赢的低
概率越小 ,庄家
越长越难赢

1-90% 0]
5

对于 C : P=0. 6
, q0.ψ, ① i

=5
,
N = 15 ⇒ f5, 15= 1 -10% ,0

)5
= 6

.87
⑦ i=10

,
N=30 ⇒ f10, 30= 0.98



p= (劑 ) 想 m= e …
i" 上应=

交

v

甲袋在黑球中 ⇒ 工 ,否则 0⇒Xm ,n20
Poo=1 , Po1 = 府

1 , P10 = 底 ,P=飛
πP=下⇒π÷。⇒0=π ,=字⇒μ 1 =1=2|

πP=π⇒π1
= 0. 606511+ 0. 606512

了Tπ2 =0 .303311 p 0. 6065+13 dg
3= 0. 0758π1 +0 .3033T2 +0 .605π4

|
R4
= 0

.0144π1 + 0.0902[2 + 0. 3935 ( PBPπ4]
π(+π2+π3+π141

平均费率 E(c) = (
π
,

,
)=0 . 8和3



Pq

↑
*

qMqaa
设Xn为第n代后代的基因型 , 则Xnε S = { 1 ,23行
转程概年 : P1 = P(HA→At) = P+ {r (XO=AA,合 Aa 成AA)

P12= P( AA+Aa)=文 r+q( X0=AA,结合Aa或aa)

P13 = P (AA →ad ) =

P21= P (Aa+ AA)= 文P++↑ , P22= P(Aa d̂ta) =支(q*川+交(p+刻
= q+部+芝r=立

P23= P (A )a+aa =Ʃ(q+{r )P31 =P(aa→AA )= 0

,P= P(aa→Aa)= p+交r

P33= P (da+aa) = q+主r

: | 機
(这是从 Xo→X1)

0 p+之r q+主r 2pq+ {r(p+{
+1)=pq=Ʃr

(2)

= = pq+γ
-Ʃp2 =2(pq+之

r-
那么1代的分布为
( p. r,q) P = (pepr+了 _pg+ipreiqr+irgiqre州 1H
AA Aaaa = ( p+Ʃ(} ,

2
(p+Ʃr)( q+主r) , q+Ʃr(} )2<pq+Ʃ(p+g+rir.)

= ( 2
,

γ
, β) =2(p{+r+算)

MX+ 0时P
11=α+芝子=↑P +(P+芝 r)(q+ )=2<p是119+是)
二十立H(p ( D+主r+q+立)和+r

∴转的矩阵保持不变!



是是

恐心p+呈
p+是 q是

立
这是个 d=1正常这互通的Marlow链 ⇒遍历链

平稳分布二报限分布 ,

那么

π=π ( P + 是 |+□ ( 是+号」

{2=π ( q+ 是) + 交π2+π3 (P + 是]
π3 =π2( p+是] τπ3( q+ 是]

⇒ (π、
*

,π12 *,π
3
*)= (p+{(P , 2(p+之r)(q+ ) q+刻州

1M M 爪
AA Aa aft .

D
→ M1M11 λ λ ÷入≈≈

Po PI P2 . Pn Pni
时 σ
M M M µ

λ=100
,
15= 衣 ⇒μ=方辆/秒二店 ×60×60=240/小时辆

建立转称状总方程
λP0=µP11 Pneλ+Pn +1 u=µ+λ

)Pn] = 器_ µ=µ)



Pn+µ(一品 λ (Pn -bm ) ⇒P-PA
1
= 录 CP- %二

( Pn_pml

P3-P2= 卡 ( P2 -D 1) =片☆ (P、-Po)
;

⇒
Pn-Pm =前(Pn
+-Pnr )PnP, = ( P-

P0)
(

+“)m(
R - P )州

⇒ Pn= R(P0) ( 1 + … + )m) + Po
= 前(□Po (一,

) + P。
= P0 ()n+) +Po =po() ” ,记 β :灵语

又區 Pi =1 ⇒ P0 ( 1+β+… )
= Po ∴ p

= 1

⇒ P0 = ( p) =台

∴ 系统的空闲概率为 Po二台

(1 )
第

n 天家里百}λ n,nz1]把伞则 S = 10,1 , 2 ,… ,r } ,
就是0 : O→0 (不下雨 ) :gO→ 1 (下雨了 : P
就补 : |→0 (上班下雨, 下班无雨) pg ,

|心 1 ( 上班下雨, 下班下雨/上班无雨,下班无雨了 ppiqz



心2 ( 上班无雨, 下班下雨 ) PQ
,

状是2: 21 (上班下雨
,
下班无雨) pq

2→2 (上到班下雨,下班下雨/上班无雨, 下班无雨 ) pitqz
2+3 ( 上班无雨, 下班下雨 ) P乐

…

状表 rir→ ry (上班下雨 , 下班无雨 1 iPq
ror (上班乱雨, 下班有雨或无雨 ) : qP+ qP+ pR

(上班下雨 , 下到班下雨 ) = gtp
以此类推 ,转概率矩阵为

qP

P = Pqptq2 pg
Pq piq pq
,

Pqptq pq

PEP( γτ1)x(P+1)
(2) T =0 gtOPIπI P+qz

π .
= PT10 +PJ 11 + P和E{ πi= πi+Pq +P4ε) πi+ PEπi+1 | ≤i≤2 R-1)
Tr = PETret EP+ "

q
]πn

⇒ π0=在1了 π 1 = t1z

l i2 =πir t Tit1 ⇒ Rre=2 πr-2+Rr ⇒πr-2=πM
π5= πry

以此类推 o=απ、=ε , π1 = … =πr+=πr=在



, 分平稳 : ( 崖底 …

做 )
,
又因为该 Malov链为

遍历链
,
因此极限分币就是平稳分布

13 ):淋湿家中o把伞, 上班下雨 ,家r把伞上班下雨下班
𡷫 洁 荐 品雨

所以淋湿概率为 「在 p +座 EP=
2

②器女207 微 …

…」
( 1) 0=π0+PTM

转特矩阵 P

π P=π|π=代 )π+Wm *⇒ 成三研 1⇒被吃TN+=|-P) ANH +TN ⇒πN+=0
I πN=0 䗺

(2) ①没蜘知蛛,中义在时刻n时位置为Xn . n ,注意, 它们不自己相
P (×n=0

,
Yn=1) = p (Xn0,Yn= 1 lXn+= 1 ,Tnuo) P (XH=1

,
Yn+o)

+ P (Xn0,Yn=1) Xmmo,Tnu= 1 ) P 1Xmmn, Yn+o)
8an=p (Xn0,= )Yn ,

bn= p (Xn=
1

,
(nx)

, 则
an= 0. bn+og +o

.499m
→ Pdn+bn =lanetbml)

类dh地 bn= 60lammto ,49byAn -bn=0 .4( an+-bn)



# |anthn=品_
bn=8]"⇒ an=P ( λn=0,Yn=1 )=0

.58tox ^
2

③
“掉时吃” 要么加 =n吃,要么Xn= {n= 1.

设
( sn)为吃掉与否

的状态则Snεs ={ 0 ,1) ,且转移矩阵为 a05
(O为没有 |为”吃掉) p =(58%42) δ=0 s==1 δ

P / ×n=Yn=1| Xn=1,Yn0)+ P 1 ×n=Yn0 |Xn=|i(n≈ ) =0.21 + 0,2 |042
P (Xn=Yn=| |λn= 0, Yn = 1 ) + P(M=Yn =10 |Xn0 ,Yn=1 ) =042

电X被吃的平均时间掉 = M 1
= 區 n% ,

“
流 n.020酱

显然 Snr .Geom(o42) 几M可分币
⇒μ= 0 .42

黽
P (×n+1 =k+1 |×n=k)= w

-k k 2wk
2

K
P (Xn+1=k+|×u=k) = 2w

P (Xn+= ||×n=0) =1 , P (XM+= 2N-+|Xn=2N) = 1

P =0 % 。一武不装器 术桶平πP=π略

n 0 充
11



P ( x(t+h)=k+ 1 | x(t)=< )=401htocnl
P (X(tth)= ky | X(t)=k) = uhek och)
P (x(tth)=k | x<t1=k) = 1- ( λt0-k 1 µkhtoch )

⇒ qae、= Kλ+θ , qlakt = KM ,
qlak = k(λ+6n) +O

(lmogowu向前向右
向前 Pij (t=Ʃ Pik(+1 qkj - Pij 1tiqjj = …

Kj

向后 PijtH1 = qikH )Pkj- qiiPij(t)= …
…

qk ,k+=Kλ+④ qk ,k= K(λ+(u)+0 , qskt= KM. ( K≤N-1)
,

Gusk+ 1 =K λIkk =K(λ+M) qk,k+= Kµ ( K>N)

Poilh) =λhtolh ) Poo = 1 -Thtoch ) Pio ( n)=µhtoln) , P1 (h)= 1-Huhtoln)
⇒ 900=φ0.=λ , q10 =q 1=Iu

向前 Pij(t
= Pic1tigkj-Pij( tlqjjPoolo)=1 , Pol (o) =0

Po1 (t)= P00(t) 200- Po1 t)q 11=λPo0(t)- μ P 011t) =λ-(λ+M) Ro、 lt)
(Pe "+H |=Pn1 G- Pol +12r= PM1 H1 - λ po1H=| u-d+ MPol)

P11(t)= P10(t)qo 1
- P11 (t)q11 =λ P 1o (t) - µ P1 (t) =λ- ( λ+µ)P 11 (t)

P10(t) =P1(t)g1 - P 10 (t)q00=µP1 .(t) - λP10lt
) =µ -(λ+µ) Ro(t)



一

□
iun而非µ h! ! !

(1) P ( X1t+m)=i+1 |X1+ )=i ) =λ h "(≈ )→感染人数
(N)

对占比

toln)

Pi,i+1 (h}=λh
《" toch)

PN,N(h)= 1

Pi,i (h) = 1 - λh
i(N∠) to

(n)

0 0

λ (N-1) λ(N-]⇒ Q矩阵为 Q = Cπ Caz
λ2(N)λ 2(N~I)
qz ac

…
- λ (N-1) λ(N- D

C@ Cn

0 0

(2) Piithhl=th toch) ,Piich ) = 1-(Mt
λine ) htolnl

⇒ Q矩阵为
0 0

Q=Q= M µf+λ) λ(N-1 )

Cn

µ2 -(M+
2λ=(N☆) λ2(U~]

qr ]qZ

州)µ=((m- )m+x ]
λ (N-1)

MN NM



—)加油站最多家内
了平两平 !

(1 )
λ8 µ=2 ,

λ xx
P0= 2P1 心凸凸

,“… 州影OnoI
和 =w

µ M M
SB 1 +2B= IOP2

Ip3 = 5 家
∴加油的时间比川为1 荐

(2 )的时间系统内有2 年两平.33 其他车进不来
潜在顾客流失比例为毙

s=|0, 1 , 2,}

以 p=
回
“iGB0 言当

(2) A=| n : Pii
"
>>01 = 11,2,3. | ⇒d=

1
,

所有状互通

所状忘均为正常返:ω+)×(×1号 )≥n <∞



µ 1 =哥11+)×2+ (房xq×号+ 多 ×年×为) ×3 ← …
一年二言年xzx)2nx∞

µ2= 1+×nc ∞

∴ {×n , n≥0 ) 为遍历链 0= 号π0+年π
可稳分布日报限分布:πF号+卡 π場語1

π2= 弄π+ 宇下2
∴P→ ( 爹, |π 1+π2+π3= 1

为 3155

s=10, 1 , 21
,

心记为事件 A3

川 P=]
Tω=

0
. 6T10+0.21

(2) πP=π⇒π 1
= 04T10 +06π1+04π2⇒ (π

,
π

2
,3)

* * *| 2= 0.2π 1HO. 6T2
= ( 年, 去年]| T10+π1+ T2=1 通历链⇒ 报限分布每平稳分布



(3) P (A3) = P(A3 |X3 =0) P(X30) + P(A3 |X3= 1DP(X3= 1] + P(A3| X3=2] P(X3=2]

= P (X0=) P(X0= 1)
,
P 1X0=2)) = (0, 0, )

Pp 3210 , 0. 4, 0 . 6 )p '
"10 .08,

0
.48,

0
.44)p= ( 0. 144, 0 . 496, 0.36)

∴P(A3) =O+主X0- 4GIXO36080 .68
048 0.44



RenwalProcess

更新间隔 Xn ^ Geomp)⇒ P (Xn=k)= qkrp
第成功的r次发生时刻 =下前Xk~ Pascal (σp) ⇒ P 1TF=n ()prqnr
⇒ P(Tr≤n) = P (Tr=k)= 二 ( 然1 prqkr

M(t )=E[N(t1] =ƩnP(N(t)=n )= P(N(t)≥n) =(TM≤t)
行=O

=言忌 (m ) p"qan
①关于X1 =X取期望

术更新函数找分积方担
Xn ~ UnifCo ,]
M (t)= E(N(t1]= E(Nit1 ↑=x]fxitldt ↓
其中 E[Nt|× 1

=x] = 1+E[N(tx)] O≤x<t 文任 7

{
0 kxt→si

∴ M (t)=] 。
t

1( E[N(t - x))) - Idx = t+ 0tM ( t-x) dx
根据更到定理M 1 t)= t +指比)dMIx) 不需要, 反而变复杂了

M 1H)= t+在
M

( y)d(ty) = t+otM(y) dy
⇒ M

'
(+) = 1+ M1t) ⇒d = 1+M1t) ⇒ dMlt1

(+M(t)
=dt

⇒Stm+1dm(t)= S 1at ⇒ 1 nMH|=t → M1t)= Cet+

由于 M(0) = ECN0) = 0, 因此 M(0)= (+∞⇒ M(t)=et+
(o≤t≤ 1)



更新回报定里的应用

的成
ε(Xn] =µ . K个乘房发一班平 ⇒ T=KM

长期运行下的单位时平均间成本想 ECH = E
[ t] 个周期内一

ECX1] 一个同期

成本 Ct = 1 O +X 2C +… + X ,k(k1)c = c(X2+2X3+ … + (kt)XK]
X\ X2 X3 E[ct] = Cµ ( 1+2+ …+ (<+) =CM

.是
wxsm … 众kM

《

π 1I 23

∴平均成本 →
K“CueD =CC 型飛Kµ

E[Xi]= 45, E[Yi]= 0.5 记更换电池为数N 等则更换总耗时为 t
|

速年 →䨗和— 坐= E

[t]=ε [xi]+ε((i
] =5,5

参数为µ

一个周期进以银行

以=口⑥ 5 家 Rλ=µmp+n=1 {→ 号D +M=1⇒ P =新家
个周期平均耗时 占营业时间比例为家



更新回隔XnTGemp)⇒ P (Xn=
k)=qkrp ⇒ε(xn]= 方

品二Yp 二

平以手叫间隔为 Yλ

一个同期内 : ① 一通电话 ; 的时间间—
①上一通电话挂断到下通电话接起到下一通电话结束: 方+εC们

λ

根更新据回报定理, 型品
εlNt]=方千 E [ Yi] = 1+λEC灯

N州=ƩI( 不在通污时间」M 州
,t 2则为Poicon过组)

! 召( ( 点
见笔记
「商期望成本 :

ω (N(1+1
) M(N(u)

+1 二
厂家期望收益
%ct毕 dG(t) Su+T cdG (t)

= {.T(t-w)dG1t)+cGl+)
口



(1"Viz
) d ↓ d"

☆

, X 13) ,i↑
d"

X
② (Tπct )X (N()n)

¢
做法不( 样)(用剩余年龄的分布转换) Nit)

.

N(t]1

社时
" , t

=x,Tum
≤s |→t>
zy|→|( SH

1≥ts/rutx)≥xty)—
—

以☆的
⑪ 业 PN(t), TN(t)+1
,[ x ]无更新t 比无更新y了 ,

⇒| s(t)≥x} = } s(t)≥x, nt)≥0]⇒| 5(t-x)2x) 8
因此(s(t) ≥t- s| 白 ( r(t-(ts))≥t-s } =| r(s)≥t-sl

回顾 R的分市:P ( ∞y )=γ(t)F ( tty) +。tF(t+y-x)dMx)
是 P(TNt) ≤s) = P ( r (s)≥t-s)

= F (st(ts)) +。
"

F(S+t-s-x ) dMM
= F (t) +)。

"

F (t-x) dM 1x) 日

另解(复杂) : P 1TN(H≤s) = 竟 P (Tn≤s
,
N(t)=n) Nt) N(+1HH

↓
÷流 p(Tn≤s

,
Th+>t) 步 ; E ↑

)

= P (T0 ≤s
,
Tpt ) + 前

P

(Tn≤s ,Tn+Dt)Tuct)TNe1e1



= F+ 前 "1Tn≤ s,Tn+pt|Tn=y) dFnny)
= Ʃt) +

海。 ⑦)% iPimmn
叫 m的

pXusty) d出y
。

mny)

= R+)+ S.sFlty) d前 Frcy ) = ET.
%

F(ty) dmcy) 日
,

(Fubini)

考虑 Nit)=minlni lhttUn
>

t) ,

GhI力ECNHI=NHIU=XEIJxdxj/ "

←(au) (t20)

其中 ECN1+1 H1=x ] =☆[ (tx] x<ta
、

长X<1

从而 E(N+1] =JH Ntx)E[ ] dx+fiIdx = 1 ef %altxidx(JE

即m (t)= 1 +/0tm ( t-x)dx= 1 tfotmcy)dy⇒ m "(t)= m(t)
⇒ m(t)= Cet

,
又因为 m(0)= ECW(0]= 1

,
所以M 1H1 =et

进而 ECN]=εCNC] =C



一个周期 (t时间)內发车成本=Xio+X 2C+ …+ NHXNt]c +D
,

E[c (ω(t)=n]= - (E[2]+2Ex3]+(n+) Xn) +D
,

= ☆( (+2+… ←(n-1) )τ D =☆n +D

⇒ E[C] = E ( E [ C (N(t)=n] =xE[nR-n] tD
因为 Var ( N1+1) = E[ a州[↑]- [[Nπ1]= : λt⇒ ECN(P=λ t+λ(p
所 EC]以 =些 D,根据更新回报定理单位时间期望成本为些 + 呈

XUct)⇒ 当些二呈
, 即士

= 面时
, .AMX ↑gM 召

N(t1+ N(t)

没小汽平寿命XNEx) ,且 O≤X≤A ,

期内平均一个周费用 ;

E[R, = G D 1X鼠A年就坏(, 0)+p|X 然(RA )=G+ IA1 [2- (1-FA1) RIA)
用了A年要换

一个周期同时长
E[X |λ=x ] =λRA )+ A(-RA 1 ) ={
ECX=Sx 。'PJURx
)AEA)HALKIA) EEXD = I(EA )EX ]IXA) ECA]

=。AxdEX3+AC1- FAD

∴平均费用→ ECx]= G
+RAI(2-EAR (A)
%
"

xdFX1HARA)
一



。 i州心d
”
,

考虑R)= p( r(t1>y)=p (rt)>y。"|× 1=x)dEx)

P(r(t)>y |λ1=x)
= I xtty1 0 tcxctty 。 天心,
p(r (t-x)>y) o<xct X

*

Ry (t-x)
羽于是 R州 =tRyHxxd 。tdfty^lTidlix 0
i州的
x

?

(其中
=% Ry (t、F (tty)F

鬥
)

=|-Ft+y))
> dRx)
:我n

根据更新方解的存在性Ry( t)= F (t+y)+ %tF (t+y-x)dM)
往意到 ① Fx) 为连续函数

② S。
"

F(t+y>dt= 1%
∞

p(Xpt+y) dt
= {∞ P (Xpz)dz

z=tty
☆cy ,尚

≤ J。
∞

P (XPEIdz = E[X ] =u<∞ ,

因此根据并键定理更新
a品 Ry州≡µmp ( r(t>y)=µ)

%

↑「(tty )dt={y
"

( Fz1)dz
tt∞

再考虑 S (t)的极限分布 s(t) r(t)

rt叫>x在[ ttey)在[tx ,t
)新新 尘州

~M

心嵌x
{ S1t)>x ,[ )>y] ⇒N( +)比 x

,tty] 在无更新
而 r(tx) >×+YDM 在[t*,1 tx+ (x+y] =τtx,tty ]无更新



因此 ( γ(t-x)>x+y]→|S(+)>x, nt)>y1 , h从而
im pls(+>X,kt)>y)= G ∞P(

γ 1t-x)>x*y1=刻 x*
y

1

-Fz3dz
te∞

从而器 P (S(t>x)=∞ P (S(t)>x
,
f(t)>0) =)×∞↑iz) dz

E[ TNH+] = SE[
"
Tue+1|λ 1= x]dix)

N(t)=O⇒ U(t)p|=|
其中 ε [Tnt+|×Ex] = 1 E[T1] =x λxt②

E[TN(t-x)+) +X1] o<x<t

d
"dddXEXxFxl

∴ E[TNt* ]=% tx+E[TNKY +]dRx ☆亡S
在

"

dix)x

= E[X]+0tE[TN(t-x)] dRx)
! 我片nctx1

根据更新方程解的存在性 : E[TN←1+]=E [X1]+。tE[X1]dM1 x)

= E[X] + E[X1] J。tdM 1x)

= E[X]+ E[X]. ECN(t]
= E[X1] . E [N(t)+] ]

Sotmixodx
= M(t)-Mlo) =M()



等寿一品命 x
,
ε[x] =5,没X-Rx) dl每只更换为一只更到

没一个更换同期内成本为R , 一个周期的平均长度为X1 , N(t)为七时间
内产品更换只数 , 则 Nit)为一个更新过程
DR1 = O4 NB州 (只需支付期限内损坏的产品成本+第一次售出的成利
@ X1也为第一次付费更换产品的时刻(付费更新时刻

),即X =TN37H
根据Wald寻式, ε[X] = [[TN3)+1]= [[x] (ECN(3]+1] =5(E(N3)+ )
因此由更新回报定理, ECR型= E]= OUECN

3)+D
5ECN(3) +]

= 21
5

旧

P (Y (y) a )= Flty)+fouF(utyx dx F为 Xi的分布函数
,

由于 S.
N*YuidusfotycuiducfoTnci"yiuidu

且注意到 Stnc+Y(uidu = 登
/

piiYiundu=TNu+-udu
因为 Ti+≤u ≤Ti

时
, N(u) =i

十 ,从而 TNcas+1 =Ti, 因此

新事件1
*
第x事件起) /

原求 = 前
g

飛( Ti-nldu, EV=Tiu, 则
V ε(E=Tit, 0),



从而原求二 %
心

dv=之 (i
=

Ti+)P= 主X%
因此主章

"

xiz<Sotuidu人流州
*

Xiz

⇒ 就為
x

< 主tiuydu<就前*xi

可级在洲RH = X 如

,
则

dPn就前MX 定ECR型 →定

社流
*

XMβ= 2±
(

前加+ XN(+)→交( ECKt 0)= E[x]E[xD
根据来逼准到知型了。tyiundu

=E[x
]E[X]



Poisson Pocess

P (N(+)=n) =1。
"

e-
xtx; dG (x)

6r (N(),N(21)= ECN()N121 ]-ECN (1]ECN
( 2]=併atb2a= atbz

ECN]=ECECN)|M=λ]]=E[ λ-z]=ε, 同哩ECN121]= E[2λ] =2a
ECNC1)N(2] =ECN ()(N2 )-N (1)+ND = ECN() (N21-N(7)] +E[W]
= ECN]ECNINIC- NENM ] :aa +ECNMC册
= ECECN ( 1) (N(2)-N( ) )γ A =λ]] =+EfaI+到
+ E[N[ ] |A=λ] = a=+ a+ (ba近
= E λ] [ +ECI+λ?

z2 ] =β+a。(a+bta] atat
= 2bβ+2a

=

ta
.

⇒ G(N(1),N (21) = 2b(a+a)- 2a2 = 2b+a . (不要早拆开括影

λ=100/小时二号/分钟
没来客寻了长分钟则乘客的本为成( i= 1

。< 。
/

Yil 0
Yi = 15-Ti

,
h从而( o 5E<15

C O Ti<5<

以发平的平均等待成本 =([] =E[E (i | N45)=n]
= E[為 E(G | N ( 15)肌



”

和 15个 COD上顺高该计量同分布
“

其中 ε[Ci |N ( 15)=n] = P(O<Ti<s | N(15)=n) C= 号(
Ψ

这坦不.n为均匀分布
因此ε[年

E]

=E [ ]nc二方 CE (n]( E(N(5]
二 C号 ×15 )灣

降雨量 : n=0.5n
,
A = 4000 Po. 6 ⇒ ECA] =4800

A = 6000 P=o4

现4000单位丰缺水引自己性前y天未下雨, 第5天缺水
γ前 4天降雨但降雨量 ≤4000

P ( NH1=n) = e
-o5t 05

器后4天不降雨 , 则第 6 ,78天缺水

⇒ P (N (4)0)= e =2
,
P (N (4) =1) = e

-2
.共 = 2e

-2

P (N 18)-N(4) =0) = P (N(4) =0) = e-2

于是 P(缺D = P ( N(4)②+ P (N (4)= 1) . P (N(81-/V(4) =0)
P (降雨量 =4000)

= e
-2
+2e

-2
,e
-2

. 0. 6 = e
-2
+ 1

.
2e

-4

⇒ P (不缺水)=| - e
-2 - 1 . 2e

-4



λ= -0.2

缺水 : ① 第 5天不降雨

γ前5天降雨次 ,
但5000单位,

且后5天原降雨
P (N(t)=n) = e

-o.2 t①zt品
∴ P ( 1缺水λ= P (N (5)=0) + P(N(5)= 1) P(N((0)- N (5)=0) , P(降雨50g

= e
-
^ +et .er , 0. 8 =ete08e

-2

⇒ P (有水 )=| -et -0 .8e
-2

←
(1) 取充分小的 hoo使得 t〈hth<tz<tzth .

dd ↓↓ 那么 P (t<T<t+h
,
tz<[z <tzth)

7
在在坑克t 九th

= P (N(t)=0
,
N(G+h) -N(t )=1

,

N (t2|- N (h+h) =0
,
N (+z+h ) - N (t2)= 1)

-x比
, λhe- λh , e

- λ(tzuh). λhe
-λh

= C

= λhe -
xu-th -xtzttt+th-th =λ2h

^

e
- λh-dtz

⇒ f (h , +z) =
Gm PlG

<T, <G+h ,+r<T2 <+z+h)
= λ^e

- λt2 (t2>在 70)hz

) MoPT
1
,π<

3

.N4 =2
) P(NM: 叫子上想到给定MH=n时, 不们与

( U" … U(n)) 同分市 ,

PIT< 1 | N(41=2) = P(U( < 1
,
Ui) <)

聯联合分布
:器靠二凉 其 |U1,Mizlix .d. ~ Unif [o , 4)

⇒ P (U<1,
U
2<3) =S。 ' S" 字dzdt =。 '字(3-t)du=系一店= 北



ε[T]=M
,
Ov(N( T+1). N (T1)=ECNCTT1)NLT)]- ECN (T+1)] ECNCT]

ECN<T)] = ECE[N(t) |T=t]]=ε [λT]=λµ
E[N[T+1]] = E[λ(T+1)] =λ (µ+1)
E[N(T)NLT+1) ] =ECECN) N(t+1) |T=t]

其中 ECN(+) N (tp1] |T=t]= E[N(t) (N (t+1) - N(t1+N 1t)) |T=t] 2

= E ( N+)N (州N(t) | T=t] + ECNH| T=t] ECW+ (1]
= E (N(t) | T=t] ε(N(t+1) -N(t) |T=t] + Var(N(+) |=t—
=λ[] (λ])+λλ FT2)=λ水 T +(λT+TY
M而 ε[W (T) N (T+1] =λ

2
E[T] +λE[T] +λFECT]

=λ>yµ+λM +λλ(
σ
2 +µ)

∴ br (N(T+1) , N(T) ) =λU+λµ+λ(σ=+M2 ) -λµ λµ+)
= λu+λ202

。

↓☆ dh
5

没乘客训达时间为不则的)乘客候平时间 :正下(
E[Ʃ( Ho-Ti)]= EE (流(Eπ| N (b)=n]]

= E[nb一年E[T ] |N(t0)=n ]=E(nt - n|N0)= ] =E( N(t ]=
时

Ti~ Unif(o,t)
类似他,比,

5)乘客的候平时间
λ (5一感



总便平时间 g (to) ={ ( +。≥+ (5-t0) ⇒ g "t0)= {(2b+ 2h-10) =0
⇒ 长*= 号二专

∴最佳加平时间为古会止七时乘客的平均候平时报为
(+( ) =入

CinG

E[Ci]=µ
Si上Ci

E [ D [+] = E[ E [e-asi ε| N 1 t)= n]
其中 EIe-asiCilN (1)=n] = ECe-asi| N(+|=n] E(Ci]
=µ Ele-⑧| N(t)=n] 7

S1, . ,SnUnif[ o;t]

=µ為。老*主dx = 坐%t一文 dle-xx )= e*)
= 一些 le

-xt- )=( l -
e州

那么 E[D\+] =是 (l-
e-t) ECN(t] = 是( le)



¢

Yi ~Exp λ) 损害 Dl1 =意
%

, 显然了 T>t|= IDH1≤A)
,

plT>t1 = P ( D (t)≤H)= P (Ʃ"Yi≤A )= i≤AIN (+MP(
NH=M)内部ƩYirrin )

,从而

P(T>t) = 表∵ :e 一tnidt )e
-]

= e-xt
+

前lext% Aµe 一表tnmdt)
⇒。"p (pt 1 dt =%"e -itdt +%"(tne)方

%A前:e 一志 tnrdt)
二方 + 流)。“e( 卡 tmd])tretdt)
=北方A前 M (! endt
=文文%A (m:e 一圳dt =方衣at
因此 ECT] = 方飛 二方飛


