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1 点过程概述

1.1 点过程的概念

时空点过程

时空点过程是一类用于建模事件发生时刻或位置的随机过程模型。点过程的一次实现是时间或空间上一

系列随机的点，用来表达事件的发生时间或位置。

• Poisson 过程、Cox 过程、Hawkes 过程都是时空点过程。

先做出如下记号约定

历史信息

记事件 i 发生的时间戳为 ti，事件的标签/类别为 ki(可以没有)，对于点过程的一系列观测 {(ti, ki)}Ni=1，

我们定义

Htn = {(t1, k1), · · · , (tn, kn)}

为包括时刻 tn 在内的历史信息，定义

Ht− = {(ti, ki), ti < t}

为时刻 t 之前的所有历史信息。

时空点过程可以用两种方式进行刻画

CPDF 刻画时空点过程

通过刻画事件发生时间 (t1, · · · , tn) 的分布来刻画时空点过程。记历史事件为 Htn−1 = {t1, · · · , tn−1}，
f(tn|Htn−1

) 为给定历史信息 Htn−1
下，事件 tn 发生的条件概率密度函数，则所有事件的联合分布

f(t1, · · · , tn) 可以写成

f(t1, · · · , tn) =
n∏

i=1

f(ti| · · · , ti−2, ti−1) =

n∏
i=1

f(ti|Hti−1
)

根据这种刻画方式，我们可以很容易将时空点过程与随机过程里学习过的更新过程、Poisson 过程相联系。

• 当相邻两事件之间的时间间隔 τn = tn − tn−1 独立同分布时，该时空点过程就是更新过程。

f(tn|Htn−1) = f(tn|tn−1) = f(tn − tn−1) = f(τn)

• 当相邻两事件之间的时间间隔 τn = tn − tn−1
i.i.d∼ Exp(λ) 时，该时空点过程就是 Poisson 过程。

f(tn|Htn−1
) = f(tn|tn−1) = f(tn − tn−1) = f(τn) = λe−λτn

但上述两点过程都是非常特殊的点过程 (Markov 性)，有些点过程依赖于全部的历史信息Htn−1
，导致使用 CPDF

刻画时空点过程是非常复杂的。因此，我们引入了另一种刻画时空点过程的方式。
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条件强度函数刻画时空点过程

定义事件 tn+1 发生在 t 时刻的 CPDF 为 f(t|Htn), t > tn，其对应的累积分布函数为 F (t|Htn) =∫ t

tn

p(τ |Htn)dτ，则条件强度函数 (Conditional Intensity Function, CIF) λ∗(t) = λ(t|Ht−) 定义为

λ∗(t) =
f(t|Htn)

1− F (t|Htn)
, t ∈ (tn, tn+1]

[注]：我们一般用 ∗ 表示依赖于历史信息 Htn。

条件强度函数有一个非常好的物理意义：

条件强度函数的物理意义

条件强度函数 λ∗(t) 表示在给定历史信息 Htn 下 t 时刻的平均事件点数。

证明. 考虑 t 时刻附近的一个无穷小的时间区间 [t, t+ dt]

λ∗(t)dt =
f(t
∣∣Htn)dt

1− F (t
∣∣Htn)

=
f(tn+1 ∈ [t, t+ dt]

∣∣Htn)

1−
∫ t

tn
p(τ |Htn)dτ

=
p(tn+1 ∈ [t, t+ dt]

∣∣Htn)

p(tn+1 /∈ [tn, t]
∣∣Htn)

=
p(tn+1 ∈ [t, t+ dt], tn+1 /∈ [tn, t]

∣∣Htn)

p(tn+1 /∈ [tn, t]|Htn)

= p(tn+1 ∈ [t, t+ dt]
∣∣tn+1 /∈ [tn, t],Htn)

= p(tn+1 ∈ [t, t+ dt]
∣∣Ht−)

= E[N([t, t+ dt])|Ht−]

由于 dt 是取的无穷小，所以 λ∗(t)dt = E[N([t, t+ dt])|Ht−] 就是在 t 时刻的平均事件点数。

事实上可以证明，CPDF 和 CIF 是一一对应的。
CPDF 和 CIF 的一一对应关系

若点过程的事件发生时刻的 CPDF 为 f(t|Ht−)，对应的 CIF 为 λ∗(t) = λ(t|Ht−)，则两者之间的关系为

λ∗(t) =
f(t|Ht−)

1− F (t|Ht−)

f(t|Ht−) = λ∗(t) exp
(
−
∫ t

tn

λ∗(s)ds
)

证明. 只说明第二个公式的正确性：

λ∗(t) =
f(t|Ht−)

1− F (t|Ht−)
=

d
dtF (t|Htn)

1− F (t|Htn)
= − d

dt log(1− F (t|Htn))
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因此根据 Newton-Leibniz 公式，∫ t

tn

λ∗(s)ds = −
(

log(1− F (t|Htn))
∣∣t
tn

)
= −(log(1− F (t|Htn))− log(1− F (tn|Htn)))

因为 F (tn|Htn) = 0（第 n+1 个时间戳 tn+1 与第 n 个时间戳 tn 重合，但点过程不会在同一时刻有 ≥2 个点），

所以 ∫ t

tn

λ∗(s)ds = − log(1− F (t|Htn)) ⇒ F (t|Htn) = 1− exp
(
−
∫ t

tn

λ∗(s)ds
)

⇒ f(t|Htn) = λ∗(t) exp
(
−
∫ t

tn

λ∗(s)ds
)

1.2 经典的点过程

齐次 Poisson 过程

齐次 Poisson 过程的条件强度函数为

λ∗(t) = λ

即事件发生的强度在时间上是恒定的，与历史信息和当前时刻无关。

非齐次 Poisson 过程

非齐次 Poisson 过程的条件强度函数为

λ∗(t) = λ(t)

虽然事件发生的强度在时间上是不恒定的，但是与历史信息和当前时刻无关。

(a) 齐次 Poisson 过程 (b) 非齐次 Poisson 过程 (此处 λ(t) = 2 + 3 sin(t))

图 1: 泊松过程对比：齐次与非齐次
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Hawkes 过程

Hawkes 过程是一种自激励点过程，其条件强度函数为

λ∗(t) = µ+
∑
ti<t

ϕ(t− ti), µ ≥ 0, α > 0, ϕ(t− ti) ∈ (0,∞)

其中 µ 称为基础强度，ϕ(t− ti) 称为激励函数，常见的选择为一个关于 t 的减函数 ϕ(t− ti) = αe−β(t−ti)，

用来表示事件 ti 对事件 t 的“激励作用”。

• 每发生一个事件，CIF 会增加一个 α 的量级。

• 但事件发生过后，立刻会以指数衰减的速度往 µ 递减，直到下一个事件发生，CIF 才会再次增加。

图 2: Hawkes 过程

自纠正过程 (Self-Correcting Process)

自纠正过程是一种自激励点过程，其条件强度函数为

λ∗(t) = exp
(
µt−

∑
ti<t

α

)
, µ > 0, α > 0

• 随时间的推移，λ∗(t) 会以指数增长的速度增加。

• 但事件发生过后，λ∗(t) 立刻衰减到原来的 e−α 倍。这表明随着一个事件的发生，新事件发生的强

度会瞬间减小。这是一种“自纠正”的过程。
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图 3: 自纠正过程
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2 点过程的参数估计与采样

2.1 参数估计

对于时空点过程模型，参数估计指的是如何从 {ti}Ni=1 中推断出模型的条件强度函数 λ∗(t) 的参数。如果将以 θ

为参数的条件强度函数记为 λ∗
θ(t)，我们关心的就是如何从数据中估计出 θ。

点过程模型的似然函数

给定点过程的观测 {ti}Ni=1 ∈ [0, T )，其似然函数为

L(θ) =

(
N∏
i=1

λ∗
θ(ti)

)
exp

(
−
∫ T

0

λ∗
θ(s)ds

)

从而 θ∗ = arg maxθ L(θ)。

证明. 似然函数可以被如下分解

L(θ) = f(t1|Ht0) · · · f(tN |HtN−1
) · (1− F (T |HtN ))

最后一项为 1 − F (T |HtN ) 是因为 tN 是最后一个观察点，[tN , T ) 区间内是没有事件发生的。而 F (T |Ht−) =∫ T

tn

λ∗
θ(s)ds 表示在 tn 时刻之后，事件发生在 [tn, T ) 的概率。应该乘上一项 1− F (T |HtN )。

L(θ) =

(
N∏
i=1

f(ti|Hti−1
)

)
· (1− F (T |HtN ))

=

(
N∏
i=1

λ∗
θ(ti) exp

(
−
∫ ti

ti−1

λ∗
θ(s)ds

))
· exp

(
−
∫ T

tN

λ∗
θ(s)ds

)

=

(
N∏
i=1

λ∗
θ(ti)

)
exp

(
−

N∑
i=1

∫ ti

ti−1

λ∗
θ(s)ds−

∫ T

tN

λ∗
θ(s)ds

)

=

(
N∏
i=1

λ∗
θ(ti)

)
exp

(
−
∫ T

0

λ∗
θ(s)ds

)

2.2 采样算法

对点过程的参数估计本质上是为了拟合出一个使得观测值似然最高的点过程模型。再介绍点过程的仿真采

样算法之前，我们需要了解点过程采样的意义是什么。可以概括为以下三点：

1. 做预测：给定观测值，我们希望仿真采样出未来的事件发生情况，以便做出预测。

2. 模型评估：可以选定某个点过程的前一半观测值估计模型参数，用估计好参数的点过程模型仿真采样后一

半数据，与真实的后一半观测值做比对（比对仿真采样出来的分布与后一半观测值的分布是否相同），从

而实现模型评估。

3. 统计量计算：有一些非常复杂的统计量，无法通过 CIF 算出闭式解，这个时候就需要对点过程进行仿真采

样，通过大量的采样数据计算统计量。
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齐次 Poisson 过程的采样

证明. 这是因为齐次 Poisson 过程相邻时间戳的时间间隔是独立同指数分布 Exp(λ) 的，即

p(τ) = p(tn+1 − tn) = λe−λτ , τ > 0

那么能不能用类似的方法对非齐次 Poisson 过程采样呢？注意到对于非齐次 Poisson 过程

P (N(t+ s)−N(t) = n) =

(∫ t+s

s

λ(s)ds
)n

exp(−
∫ t+s

s

λ(s)ds)

n!

⇒P (τ1 > t) = P (N(t) = 0) = exp
(
−
∫ t

0

λ(s)ds
)

⇒f(τ1) = λ(t) exp
(
−
∫ t

0

λ(s)ds
)

考虑第二个时间间隔 τ2 的分布：

P (τ2 > t|τ1 = s) = P (N(t+ s)−N(s) = 0) = exp
(
−
∫ t+s

s

λ(s)ds
)

(注意，此时 P (τ2 > t|τ1 = s) 与 τ1 的取值有关！)

⇒P (τ2 > t) =

∫
P (τ2 > t|τ1 = s)f(s)ds =

∫
exp

(
−
∫ t+s

s

λ(s)ds
)
λ(s) exp

(
−
∫ s

0

λ(s)ds
)

ds

⇒P (τ2 > t) =

∫
P (τ2 > t|τ1 = s)f(s)ds =

∫
exp

(
−
∫ t+s

0

λ(s)ds
)
λ(s)ds

⇒f(τ2) =

∫
λ(s)λ(s+ t) exp

(
−
∫ t+s

0

λ(s)ds
)

ds

这些形式都非常复杂，需要多次积分操作，显然是不现实的，无法通过对时间间隔的分布采样来仿真模拟。

基于 Thinning Algorithm 的非齐次 Poisson 过程的采样

基于 Thinning Algorithm 的非齐次 Poisson 过程的采样指的是：假定我们感兴趣的非齐次 Poisson
过程的强度函数为 λ(t)，我们先选定一个强度为 λ̄ = sup

t∈[0,T ]

λ(t) 的齐次 Poisson 过程，从中采样生成
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{ti}Ni=1，然后对每个 ti，以
λ(ti)

λ̄
的概率保留 ti，以 1− λ(ti)

λ̄
的概率删除 ti，则剩下的点就形成了非齐

次 Poisson 过程的一次实现。

可以证明通过“先采样、后稀疏”的方法采样出来的点过程是符合非齐次 Poisson 过程的。

证明. 根据非齐次 Poisson 过程的定义

P (N(b)−N(a) = 0) = exp
(
−
∫ b

a

λ(s)ds
)

要证明我们采出的点是符合非齐次 Poisson 过程的，只需要证明在任意的区间 [a, b) 上，Thinning 算法采出来

没有点发生的概率为 exp
(
−
∫ b

a

λ(s)ds
)

即可。

首先我们说明，从 [t0, T ]上的齐次 Poisson 过程中采出来的 n个点 (t1, · · · , tn)的联合分布为 λn exp (−λ(T − t0))。

这是因为

pλ(t1, · · · , tn, tn+1 > T ) =

n∏
k=1

λe−λ(tk−tk−1) · e−λ(T−tn) = λn exp (−λ(T − t0))

其次我们定义在区间 (a, b) 上通过齐次 Poisson 过程生成了 n 个点，且这 n 个点全部被删除的概率为 pn，则

pn =

∫ b

a

∫ b

t1

· · ·
∫ b

tn−1

[
λ̄n exp

(
−λ̄(b− a)

) n∏
k=1

(
1− λ(tk)

λ̄

)]
dt1 · · · dtn

最中间的被积项表示“先采出来 n 个齐次 Poisson 过程的点，再全部删除的概率”。因为 a ≤ t1 < · · · < tn ≤ b 是

有序的，所以 t1 的积分范围是 [a, b]，t2 的积分范围是 [t1, b]，以此类推。

再定义有序序列的 (t1, · · · , tn) 的全排序序列 (s1, · · · , sn)。则这样的全排序共有 n!。由于排序的无序性，此时
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si 的积分区间均为 [a, b]。所以

pn =

∫ b

a

∫ b

t1

· · ·
∫ b

tn−1

[
λ̄n exp

(
−λ̄(b− a)

) n∏
k=1

(
1− λ(tk)

λ̄

)]
dt1 · · · dtn

=
exp(−λ̄(b− a))

n!

∫ b

a

∫ b

a

· · ·
∫ b

a

n∏
k=1

(
λ̄− λ(sk)

)
ds1 · · · dsn

=
exp(−λ̄(b− a))

n!

(∫ b

a

λ̄− λ(s)ds
)n

=
exp(−λ̄(b− a))

n!

(
λ̄(b− a)−

∫ b

a

λ(s)ds
)n

(a, b) 上通过齐次 Poisson 过程生成了 n = 0, 1, · · · , 个点，于是在区间 (a, b) 上没有点发生的概率为

n∑
i=0

pi =

∞∑
n=0

exp(−λ̄(b− a))

n!

(
λ̄(b− a)−

∫ b

a

λ(s)ds
)n

= exp(−λ̄(b− a)) · exp
(
λ̄(b− a)−

∫ b

a

λ(s)ds
)

= exp
(
−
∫ b

a

λ(s)ds
)

Thinning 算法采出来在 (a, b) 上没有点发生的概率为 exp
(
−
∫ b

a
λ(s)ds

)
和非齐次 Poisson 过程在 (a, b) 上没有

点发生的概率一致，所以 Thinning 算法采出来的点过程是符合非齐次 Poisson 过程的。

无论是齐次还是非齐次 Poisson 过程，强度函数 λ∗(t) 都是历史无关的。但对于 Hawkes 过程一类的点过程而

言，其在 t 时刻的 CIF 依赖于历史信息 Ht−，即

λ(t|Ht−) = E[N([t, t+ dt])|Ht−] = lim
h→0

P (N(t+ h)−N(t) = 1|Ht−)

h

在不同的实现中，H−t 的取值是不同的，这意味着 {λ(t|H−t), t > 0} 也是一个随机过程，我们称这样的 λ(t|H−t)

为随机强度函数。

基于 Ogata Thinning 的 Hawkes 过程采样

10
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相比之前的 Thinnin 算法，Ogata Thinning 算法注意到，在 Hawkes 过程中，给定 t1, · · · , tk，在区间 (tk, tk+1)

上的强度函数 λ∗(t) 是一个固定的值，只有 tk+1 是未知的。因此 Hawkes 过程下一个点的生成可以看作是对非

齐次 Poisson 过程生成第一个点。
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3 点过程面临的的问题
1. 灵活性: 相比一般的序列模型，点过程模型使用 CIF 函数的形式和 CIF 的参数给模型施加了一个较强的假

设，这可能会影响了模型的表达能力。

• 解决方法: 非参数化点过程模型 (无限参数点过程模型，例如深度点过程模型)。

2. 非时变: 点过程模型的参数 θ 被假设为不随时间变化，无法刻画时变系统。以 Hawkes 过程为例

λ∗(t) = µ+
∑
ti<t

ϕ(t− ti)

这里基础强度 µ 和激励函数 ϕ(·) 都是非时变的，但在实际应用中，参数会随着时间会发生变化，例如神经脉冲

序列数据。

• 解决方法: 时变点过程模型。对于缓慢变化的情况，可以将参数随着时间的变化建模为随机过程或者确定

函数；对于突变的情况，考虑变点检测 (changepoint detection)

3. 多任务性: 当单个任务上的观测数据非常充足时，可以学习到非常贴近 ground-truth 的参数。但是单个任务

观测数据量不足时，模型容易出现过拟合的现象。

• 解决方法: 多任务学习。将多个相关任务进行联合学习，从而得到更接近 ground-truth 的结果。

4. 不确定性: MLE(频率学派) 是一种点估计方法，只能给出一个确定的参数估计值，无法刻画模型的不确定

性，影响了其在高风险场景中的应用。

• 解决方法: 贝叶斯点过程模型。将点过程的参数视作随机变量，通过观测来更新随机变量的后验分布：

f(θ|t1, · · · , tN ) =
f(t1, · · · , tN |θ)f(θ)

f(t1, · · · , tN )

• 不过贝叶斯方法的计算是更加复杂的，在大数据集上，使用频率学派的方法比使用贝叶斯学派的方法更加

高效。

5. 效率低: MLE(频率学派) 在计算似然的时候需要计算积分

log p(t1, · · · , tN |θ) =
N∑
i=1

logλ∗
θ(ti)−

∫ T

0

λ∗
θ(s)ds

积分项对于简单的 CIF 有解析解，但对大部分一般化的 CIF 无法计算，只能通过一些数值模拟的方法 (Monte
Carlo, Quadrature 积分法)，效率很低。

• 解决方法: 积分网络 (基于神经网络近似计算积分)，score，不用似然作为目标函数。

12
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MAP(贝叶斯学派) 的问题在于：目前没有发现与点过程似然函数共轭的先验分布，参数后验的求解只能在非

共轭的情况下进行。在非共轭的情况下，我们只能采用 MCMC、变分推断 (Variational Inference)、Laplace
approximation 等方法进行，但是这些方法的计算过程也很复杂，大部分情况下是没有解析式的，导致推断效率

很低。

• 解决方法: 数据增广。

13
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4 深度点过程

研究点过程的意义

• 事件序列 (Event sequence) 数据在生活中是非常广泛的：人们社交媒体的发帖/互动、金融交易数

据、医疗记录等都是事件序列，研究这种事件序列的规律有着重要的意义。

• 与一般的序列数据相比 (比如 Time-series)，事件序列中有三个特点：

– 异步性 (asynchronous): 事件序列在连续时间域中发生的多个事件的采样间隔是不相等的。

换言之，对于事件序列的建模而言，事件发生的时间间隔 τi 和事件发生的顺序同等重要。

– 多模态 (multi-modal): 事件序列中的事件有多种类型。

– 历史相关性 (history-dependent): 事件的发生是依赖于历史信息的。

最朴素的的 RNN 虽然能建模历史信息，但无法刻画事件发生的时间间隔 τ 的分布。

• 点过程是是连续时间频域上的随机过程，是在连续时间频域上建模离散事件的重要工具。

基本上，深度点过程的训练 (参数估计) 可以被概括如下：

1. 将观测到的事件序列 {(ti, ki)}Ni=1 转化为历史信息序列 {h(ti) ∈ RH}Ni=1，其中 h(ti) 聚合了 Hti =

{(tj , kj) : j ≤ i} 的信息，事件类型 ki ∈ K = {1, · · · ,K}。这一步基本都是用 RNN 或者 Transformer 完

成的。

2. 对于基于 CIF 的方法：用历史信息建模强度函数 λ(t|Ht−)，然后基于此计算似然函数，最后用梯度下降

法估计参数，即

L(θ) =
∑
i

logλθ(ti|Hti−1)−
∫ T

0

λθ(t|Ht)dt

⇒ θ∗ = arg max
θ

L(θ)

3. 对于基于 CPDF 的方法：用历史信息建模事件发生时间间隔的 CPDFf(τ |Ht−)，直接根据 CPDF 最大化

似然函数

L(θ) =
∑
i

[
log fθ(τi|Hti−1) + log gθ(ki|Hti−1)

]
⇒ θ∗ = arg max

θ
L(θ)

gθ(ki|Hti−1) 是一个分类头，即 gθ(ki|Hti−1) = softmax(Wgh(ti−1) + bg)，其中 Wg ∈ RK×H ,bg ∈ RK。

预测 (仿真采样) 流程可以被概括如下：在得到了训练好的模型，我们可以通过以下方式预测下一个事件的发

生：已知历史信息 HtN = {(ti, ki)}Ni=1

1. 如果建模的是 CIF λθ(t|Ht−)

• 计算 f(t|Ht−) = λ(t|Ht−) exp
(
−
∫ t

tN

λ(s|Hs−)ds
)
, t > tN

• 采出来的下一个时间戳为 t̂N+1 =

∫ ∞

tN

tp(t|Ht−)dt

14
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• 采出来的下一个标签为 k̂N+1 = arg max
k

λk(t̂N+1|HtN )

λ(t̂N+1|HtN )

2. 如果建模的是 CPDF fθ(τ |Ht−) = fθ(t− tN |HtN )

• 采出来的下一个时间戳为 t̂N+1 = tN +
∫∞
0

τf(τ |HtN )dτ = tN + Ef [τ ]

• 采出来的下一个标签为 k̂N+1 = arg max
k

gθ(k|HtN )

4.1 RMTPP (KDD 2016)

RMTPP 是首个提出使用 RNN 聚合历史信息，用于建模 CIF 的点过程模型。具体而言，令 xi 为包含事件时间

戳间隔信息的向量（如相邻事件时间间隔 xi = (ti − ti−1)），将其输入 RNN 中。RNN 的每个隐藏状态表示为

h(ti) = RNN(h(ti−1),xi) = f(Whh(ti−1) + Wxxi + bh)

然后用聚合出来的历史信息向量 h(ti) 来建模条件强度函数

λ(t|Ht−) = ϕ(t− ti|h(ti)), ϕ(·) ≥ 0

在 RMTPP 中，作者使用指数函数建模条件强度函数

ϕ(τ |h(ti)) = exp(wϕτ + v⊤
ϕ h(ti) + bϕ)

从而对数似然函数转化为

logL(θ) =
∑
i

[
logϕ(ti+1 − ti|h(ti))−

∫ ti+1−ti

0

ϕ(τ |h(ti))dτ
]
−
∫ T

0

ϕ(t− T |h(tN ))dt

图 4: RMTPP

4.2 NHP (NIPS 2017)

4.3 FullyNN (NIPS 2019)

FullyNN 指出，RMTPP 使用指数函数建模 CIF 的假设太强，希望使用更一般化的 λ∗(t) = ϕ(t − ti|h(ti)) =

ϕ(τ |h(ti))。然而，在对数似然函数中，不可避免的需要对 ϕ(τ |h(ti)) 进行积分，这几乎是不可能算的。所以

15
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FullyNN 转而计算积分强度函数 Φ(τ |h(ti))

Φ(τ |h(ti)) =
∫ τ

0

ϕ(s|h(ti))ds

对其进行微分立刻得到 ϕ(τ |h(ti)) =
∂Φ(τ |h(ti))

∂τ
。这样一来，对数似然就被转化为

logL(θ) =
∑
i

[
log ∂Φ(τ = ti+1 − ti|h(ti))

∂τ
− Φ(ti+1 − ti|h(ti))

]
− Φ(T − tN |h(tN ))

这个似然函数很好算的原因是，Φ(τ |hi) 是我们直接通过神经网络输出得到的，而 ϕ(τ |hi) 可以通过 Pytorch 的

自动微分轻易实现。作者使用 FFN 接受时间间隔 τ 和历史信息 hi 建模 Φ(τ |h(ti))

Φ(τ |h(ti)) ≜ Z∗
i (τ) = softplus(W(3) tanh(W(2) tanh(W(1)τ + b̃(1)

) + b(2)) + b(3)

其中 b̃(1)
= Vh(ti) + b(1)，h(ti) ∈ RH 是历史信息向量，V ∈ RD×H。

在具体实现上还有一些细节要注意。如图5所示，由于 Φ(τ |h(ti)) 是一个关于 τ 的非负递增函数，故

• τ 到 FNN 的第一层以及 FNN 内部层的权重矩阵都是非负的，即 W(1) ∈ RD×1
+ ,W(2) ∈ RD×D

+ ,W(3) ∈
R1×D

+ 。偏置项 b(1) ∈ RD,b(2) ∈ RD,b(3) ∈ R 并没有正负性要求。

• 最终输出 Z∗
i (τ) = Φ(τ |h(ti)) 的激活函数是 softplus(τ) = log(1 + exp(τ))。

图 5: FullyNN

4.4 THP (ICML 2020)

此前的工作 (RMTPP, NHP, FullyNN) 都是用 RNN 来建模历史信息的，但这么做存在三个显著的问题：

1. 无法捕获长距依赖关系。即使是像 LSTM/GRU 这样配备了遗忘门的 RNN，也无法捕获长距离依赖关系。

某一状态的历史信息被保留的概率随着时间的增长呈指数级下降。

2. RNN 训练难度高。RNN 存在梯度爆炸或梯度消失的问题。

3. 不可并行。只有在当前状态的历史信息被计算完毕后，才能计算下一个状态的历史信息。

我们很自然而然的想到用 Transformer 代替 RNN 来建模历史依赖关系。Self-attention 机制可以很好的捕获长

距依赖关系，也可以并行训练；相比 RNN 只有一两层隐藏层的结构，Transformer 层可以叠的很高。不过，由
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于点过程是定义在连续事件频域上的，而 Transformer 建模的是离散序列之间的关系，所以还需要进行一些
调整才能使用。

THP 的架构如图6所示。给定包含 L 个事件的事件序列 S = {(tj , kj)}Lj=1，其中 kj 为 tj 时刻发生的事件的标

签，一共有 k 个类别：kj ∈ {1, · · · ,K}。

1. 时序位置编码：对于每个时间戳 tj，定义其位置编码 z(tj) ∈ RM 为：

[z(tj)]i =


sin
(

tj
10000i/m

)
, if i is even

cos
(

tj
10000(i−1)/m

)
, if i is odd

其中 [z(tj)]i 表示向量 z(tj) 的第 i 个元素。

2. 事件嵌入: 对于每个事件的标签 kj，记 kj 为其 one-hot 向量。我们定义可学习的嵌入矩阵为 U ∈ RM×K，

则事件 kj 的嵌入为 Ukj ∈ RM。

3. 输入矩阵：记 Y = [k1, · · · ,kL] ∈ RK×L 为事件标签的矩阵，Z = [z(t1), · · · , z(tL)] ∈ Rm×L 为时间戳的

位置编码矩阵，则整个事件序列 S = {(tj , kj)}Lj=1 可以被表示为如下输入矩阵：

X = (UY + Z)⊤ ∈ RL×M

输入矩阵 X 中每一行都代表一个事件 (包括时间戳和事件类别) 的嵌入。

4. Multihead Self-Attention 模块: 将输入矩阵 X 使用 MLP 投影到第 i 个头的查询 Qi、键 Ki 和值 Vi，

然后计算第 i 个头经注意力机制后的输出：

Qi = XWQ
i , Ki = XWK

i , Vi = XWV
i

Si = softmax
(

QiK⊤
i + Mask√
dk

)
Vi, i = 1, · · · ,H

这里 WQ
i ∈ RM×dk ,WK

i ∈ RM×dk ,WV
i ∈ RM×dv 是可学习的权重矩阵，dk, dv 是查询、键、值的维度。

注意，为了防止 Self-attention 机制看到未来信息，我们给 QiK⊤
i 加上一个 mask 矩阵，

[Mask]ij =

−∞, if j > i

0, otherwise
∈ RL×L

然后将所有的头拼接起来就得到了多头注意力机制的输出：

S = [S1, · · · ,SH ] ∈ RL×(H×dv)

可以设置 M = H × dv，这样 S 的维度就是 L×M，如果不这样的话，也可以给拼接后的 S 再乘一个权

重矩阵 WO ∈ RH×dv×M。

S = [S1, · · · ,SH ]WO ∈ RL×M

其中 WO ∈ R(H×dv)×M 是可学习的权重矩阵。

5. 历史信息的输出 h(tj): 将 S 输入到一个 FFN 中，得到历史信息的输出 H，然后从这个矩阵中抽取出第

j 行就得到了 tj 时刻的历史信息 h(tj)：

H = FFN(S) = ReLU(SW1 + b1)W2 + b2 ∈ RL×M

h(tj) = H(j, :) ∈ RM

其中 W1 ∈ RM×Mh ,b1 ∈ RMh ,W2 ∈ RMh×M ,b2 ∈ RM 是可学习的权重矩阵。

17
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6. 建模 CIF: 此前建模出的历史信息 h(tj) 是离散的，而我们关心的 CIF λ∗(t) = λ(t|Ht−) 是连续的，所以我

们需要将 h(tj) 映射到连续的 CIF 上。具体而言，假设对每种事件类型，我们都有一个 CIF λk(t|Ht−), k ∈
{1, · · · ,K}，则整个事件序列的条件强度函数被定义为

λ(t|Ht−) =

K∑
k=1

λk(t|Ht−)

对于每种事件类型 k，我们使用一个 FFN 将 h(tj) 映射到一个标量，然后再通过一个 softplus 激活函数

得到 CIF：

λk(t|Ht−) = softplusk(αk · t− tj
tj︸ ︷︷ ︸

current

+w⊤
k h(tj)︸ ︷︷ ︸
history

+ bk︸︷︷︸
base

), t ∈ [tj , tj+1)

给定历史信息 Ht− = {(tj , kj), tj < t}，该 CIF 只定义在 [tj , tj+1) 上 (最后一个时间戳到下一个时间戳的

区间)。从函数形式上，softplus 为 softplusk(x) = βk log(1+ exp(x/βk))，保证了 λk(t|Ht−) 是正的。值得

注意的是，这个 CIF 中每一项的形式都有着特别的意义：

• current 项: 本质上是对离散时间戳 tj 和 tj+1 之间进行插值。αk 衡量了差值项的重要程度。显然，

这一项使得 λ(t|Ht−) 在除了事件到达时刻 tj 以外的时刻都是连续的。

• history 项: 把历史信息 h(tj) 加权求和得到一个标量

• base 项: 表示在没有历史信息的情况下事件发生的基础强度。

7. 最大似然估计训练模型: 对于一个观测到的从 [t0, tL] 的事件序列 S，根据前面建模的 CIF λ(t|Ht−)，我

们可以计算似然函数，通过最大化似然函数来估计模型参数 θ：

L(S; θ) =
∑
i

logλ(ti|Hti−1
)︸ ︷︷ ︸

event log-likelihood

−
∫ tL

t1

λ(t|Ht−)dt︸ ︷︷ ︸
non-event log-likelihood

non-event log-likelihood 可以由 Monte Carlo 积分或者数值积分的方法计算。如果有多个观测序列 S1, · · · ,SN，

则最大似然估计为

θ∗ = arg max
θ

N∑
n=1

L(Sn; θ)

图 6: THP (Transformer Hawkes Process)

18



龚舒凯 2022202790 4 深度点过程

4.5 SAHP (ICML 2020)

SAHP 的思路和 THP 类似，也是使用 Transformer 来建模历史信息，但在时序位置编码和条件函数的建模上

有所不同。延续 SAHP 中的记号，我们有：

1. 时序位置编码: 对于事件 (ti, ki)，其时序位置编码 z(ti) ∈ RM 为：

[z(tj)]i =


sin
(

i

10000i/M
· j + witj

)
, if i is even

cos
(

i

10000(i−1)/M
· j + witj

)
, if i is odd

≜

sin (ωi · j + witj) , if i is even

cos (ωi · j + witj) , if i is odd

其中 ωi =
i

10000i/M
∈ R 是固定的相位，wi ∈ R 是可学习的参数。所以本质上相比 THP 的位置编码，

SAHP 的位置编码多了一个可学习的向量 w = [w1, · · · , wM ] ∈ RM。SAHP 学习事件类型嵌入的方法与

THP 相同，最终得到输入矩阵 X = (UY + Z)⊤ ∈ RL×M。

2. 建模 CIF: SAHP 直接用加聚得到的历史信息 h(tj) 来建模 Hawkes 过程的强度函数中的每个参数。每种

事件类型 k 的 CIF 可写为

λk(t|Ht−) = softplus(µk,j + (ηk,j − µk,j) exp(−γk,j(t− tj)), t ∈ [tj , tj+1)

其中 µk,j = gelu(w⊤
k,µh(tj)) ∈ R，ηk,j = gelu(w⊤

k,ηh(tj)) ∈ R，γk,j = softplus(w⊤
k,γh(tj)) ∈ R。这表明

Hawkes 过程的基础强度为 µk,j，随着 t > tj 的增加，强度会以指数速度向 ηk,j 衰减，衰减速率由 γk,j

控制。值得注意是，强度的变化速度 (ηk,j − µk,j) 可正可负。当 (ηk,j − µk,j) > 0 时，可以认为是自激励

(exciting) 的过程，当 (ηk,j − µk,j) < 0 时，可以认为是抑制 (inhibiting) 的过程。

图 7: SAHP (Self-Attentive Hawkes Process), 图中记号与上述记号略有不同

4.6 IFTPP (ICLR 2020)

IFTPP 提出了一种完全不需要依赖 CIF 建模点过程的范式。IFTPP 的核心思想是，与其通过 CIF λ(t|Ht− 计

算出下一个时间戳的 CPDFf(t|Ht−)，不如绕开 CIF 直接建模 CPDF。
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1. 历史信息的输出 h(tj): IFTPP 使用 RNN 聚合历史信息：根据历史信息 (t1, k1), · · · , tj , kj，先做一阶差

分算出 (τ1, k1), · · · , (τj , kj)，然后用 RNN 聚合历史信息得到 h(tj)。

2. 建模 CPDF: IFTPP 建模事件发生时间间隔 τ 的 CPDF。由于高斯混合模型 (GMM) 在低维密度估计方

面表现良好，加上时间间隔 τ > 0，因此使用对数高斯混合模型 (Mixture of Log-normal) 来建模 p(τ |Htj )

是非常理想的。具体而言，p(τ |Htj ) 可以写为

p(τ |Htj ) = p(τ |h(tj)) =
K∑

k=1

wk · 1

τsk
√
2π

exp
(
− (log τ − µk)

2

2s2k

)
其中

w = [w1, · · · , wK ] = softmax(Vwh(tj) + bw) ∈ RK

µ = [µ1, · · · , µK ] = (Vµh(tj) + bµ) ∈ RK

s = [s1, · · · , sK ] = exp(Vsh(tj) + bs) ∈ RK

这么做的好处在于 p(τ |Htj ) 的期望是有闭式解的

Ep[τ ] =

K∑
k=1

wk exp(µk +
s2k
2
)

从而在采样的时候，很容易就能采出下一个事件的时间戳 tj+1 = tj + Ep[τ ]。

图 8: IFTPP (Intensity-Free Temporal Point Process), 图中记号与上述记号略有不同

4.7 WSM-TPP (NIPS 2024)
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